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广义Mamdani模糊系统依KKK-积

分模的泛逼近及其实现过程

王贵君 1 李晓萍 1 隋晓琳 1

摘 要 首先, 通过引入拟减法算子给出 K-积分模定义, 并针对广义

Mamdani 模糊系统实施等距剖分其输入空间. 其次, 应用分片线性

函数 (Piecewise linear function, PLF) 的性质构造性地证明了广义

Mamdani 模糊系统在K-积分模意义下具有泛逼近性, 从而将该模糊系

统对连续函数空间的逼近能力扩展到一类可积函数类空间上. 最后, 通

过模拟实例给出该广义Mamdani 模糊系统对给定可积函数的泛逼近及

实现过程.
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Universal Approximation and Its
Realization of Generalized Mamdani

Fuzzy System Based on KKK-integral Norms

WANG Gui-Jun1 LI Xiao-Ping1 SUI Xiao-Lin1

Abstract Firstly, the definition of a K-integral norm is given

by introducing the quasi-subtraction operator, and the input

space of a generalized Mamdani fuzzy system is divided by

equidistant partition. Secondly, applying some properties of a

piecewise linear function (PLF), universal approximation of a

generalized Mamdani fuzzy system is proved structurally in the

sense of a K-integral norms. Furthermore, the capability of the

fuzzy systems to approximate the space of continuous functions

is extended into that to a kind of space of integrable functions

class. Finally, the universal approximation and its realization of

generalized Mamdani fuzzy system to a given integrable function

are showed by means of a simulation example.
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一般连续系统已初步形成系统的理论体系, 其相关成果

在通信工程、自动控制理论及空间技术等领域中已有成功

应用. 但除了连续系统之外, 实际中还有许多非连续系统存

在, 例如可积系统、随机系统等. 因此, 如何在非连续或随

机环境下研究模糊系统的逼近性具有重要理论意义和应用

价值. 模糊系统是模拟人脑推理性能的一类有效模型, 其泛

收稿日期 2012-09-21 录用日期 2013-04-02
Manuscript received September 21, 2012; accepted April 2, 2013
国家自然科学基金 (61374009) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61374009)
本文责任编委 孙长银
Recommended by Associate Editor SUN Chang-Yin
1. 天津师范大学数学科学学院 天津 300387
1. School of Mathematics Sciences, Tianjin Normal University,

Tianjin 300387

逼近性是人脑对于客观世界认识能力在这类模型上的体现,

而 Mamdani 系统和 T-S 系统是最常用的两类模糊系统模

型. 2000 年, 我国已故青年学者刘普寅等[1] 通过剖分模糊系

统的输入空间引入分片线性函数 (Piecewise linear function,

PLF), 证明了上述两类系统在 Lebesgue 积分模意义下关于

可积函数构成泛逼近器, 从而将模糊系统的近似表示对象

由连续函数类扩展到了可积函数类上. 2001 年, 文献 [2−3]

分别针对Mamdani 和 T-S 模糊系统研究了其逼近性能, 获

得了构成逼近器的充分条件. 此后, 文献 [4−7] 重点针对

Mamdani 模糊系统的优化表示及其逼近性进行了系统的研

究. 2010 年, 李洪兴等通过引入范数对两类模糊系统进行分

类, 并采用参数单点模糊化法获得了该系统的逼近性能[8−9].

此外, 2011 年, 文献 [10] 首次通过引入 K-积分模研究了一

类折线模糊神经网络的泛逼近性问题, 其相关研究工作可见

于文献 [11−12]; 2012 年, 文献 [13] 采用分层的方法探讨了

广义混合模糊系统的逼近问题. 这些有益工作均是从不同侧

面对上述两类模糊系统展开逼近性研究, 但其结果却仍有不

尽人意之处.

本文将通过引入拟减法算子ª 重新给出K-积分模定义,

并以分片线性函数为桥梁研究了广义Mamdani 模糊系统对

一类可积函数的泛逼近性及实现. 该方法很容易找到剖分数

和前件模糊集, 进而获得该系统的输入输出解析表达式, 同

时也为拓宽模糊系统的逼近性能提供有效方法.

1 KKK-积分模

1987 年, Sugeno 等[14] 首次引进拟加和拟乘运算, 建立

了拟可加测度和积分理论框架. 2006 年, 文献 [15] 通过引

入诱导算子, 针对模糊值函数建立了 K-拟可加模糊积分, 并

借助积分转换定理研究了这种模糊积分的收敛定理和自连续

性. 本节将通过引入拟减法和改进诱导算子来定义 K-积分

模, 为进一步讨论广义 Mamdani 模糊系统的逼近性能及其

应用奠定基础.

定义 1[10]. 设凹函数 K : R+ → R+ 严格递增, 且在

R+ = [0, +∞) 上可导, 并满足 K(0) = 0, K(1) = 1, 则称

K 为 R+ 上诱导算子. 例如, 显然, K(x) =
√

x, K(x) =

log2(1 + x) 均为诱导算子.

定义 2[10, 16]. 设K 是R+ 上诱导算子, ∀ a, b ∈ R+, 界

定 a 与 b 的 K-拟加 ⊕, K-拟乘 ⊗ 和 K-拟减法 ª 的运算如
下: a⊕ b = K−1(K(a) + K(b)); a⊗ b = K−1(K(a)K(b));

aª b =

{
K−1(K(a)−K(b)), a ≥ b

−K−1(K(b)−K(a)), a < b

这里拟减法 ª 并不是拟加法 ⊕ 的逆运算, 且满足 |a ª
b| = K−1(|K(a)−K(b)|), 然而, 也可等价地表示为

K(|aª b|) = |K(a)−K(b)|

此外, 还可获得如下重要结论.

命题 1[10, 16]. 给定诱导算子K, ∀ a, b, c ∈ R+, 则有:

1) a + b ≤ a⊕ b, 或等价K(a + b) ≤ K(a) + K(b);

2) K(a⊕ b) = K(a) + K(b), K(a⊗ b) = K(a) ·K(b);

3) K−1(a + b) = K−1(a) ⊕ K−1(b), K−1(a · b) =

K−1(a)⊗K−1(b).

定义 3[15]. 设 (X,<, µ̂) 是 K-拟可加测度空间, K

为给定诱导算子, f 为非负可测函数, A ∈ <, T =

{A1, A2, · · · , An} 为集 A 的任一有限可测划分, 令
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∫ (K)

A

fdµ̂ = sup
T

SK(f, T, A)

其中, SK(f, T, A) = ⊕∑n
i=1(infx∈Ai∩A f(x) ⊗ µ̂(Ai ∩ A)),

则称
∫ (K)

A
fdµ̂ 为 f 在 A 上的 K-拟可加积分. 特别地, 当∫ (K)

A
fdµ̂ < +∞ 时, 称函数 f 是 µ̂-可积的.

记 L1
+(µ̂) = {f : Rn → R+ | f 是Rn 上非负 µ̂-可积函

数 } , 并称之为 µ̂-可积函数空间.

引理 1[15]. 设 (X,<, µ̂) 为 K-拟可加测度空间, K 是给

定诱导算子, f 为非负可测函数, 令 µ(·) = K(µ̂(·)), A ∈ <,

则 µ 是 Lebesgue 测度, 且
∫ (K)

A
fdµ̂ = K−1(

∫
A

K ◦ fdµ̂ ).

显然, K-拟可加积分是 Lebesgue 积分的推广, 并且可通

过诱导算子转化为 Lebesgue 积分. 下面, 我们将给出本文一

个重要概念: K-积分模定义.

定义 4. 设 (X,<, µ̂) 是 K-拟可加测度空间, ∀f1, f2 ∈
L1

+(µ̂), A ∈ <, 界定 ‖ f1 − f2 ‖=
∫ (K)

A
| f1(x)ª f2(x) | dµ̂,

则称 ‖ · ‖ 为 L1
+(µ̂) 在 A 上的K-积分模.

注 1. 显然, 借助上述积分转换定理, 容易看出 K-积分

模也可等价地表达为如下形式:

‖ f1 − f2 ‖ = K−1

(∫

A

K(| f1(x)ª f2(x) |)dµ

)
=

K−1

(∫

A

| K(f1(x))−K(f2(x)) | dµ

)
(1)

并且 ∀f1, f2, f3 ∈ L1
+(µ̂), 不难验证

‖ f1 − f3 ‖ ≤ ‖ f1 − f2 ‖ ⊕ ‖ f2 − f3 ‖
亦即 (L1

+(µ̂), ‖ · ‖) 关于拟加算子 ⊕ 构成度量空间, 详细证

明参见文献 [10].

2 分片线性函数

作为研究广义模糊系统泛逼近性的基础工具, 本节首先

引进方形分片线性函数 (Square pricewise linear function,

SPLF) 的定义. 该类函数是一元分段线性函数在多元情况下

的推广, 它在研究广义Mamdani 和 T-S 模糊系统的逼近性

能时起到至关重要的桥梁作用, 也是讨论模糊系统泛逼近性

的最基本工具.

定义 5[1]. 设 n 元连续函数 S : Rn → R, 若函数 S 满

足如下条件 1)和 2): 1)存在 a > 0使 S 在闭正方体4(a) =

{(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | −a ≤ xi ≤ a, i = 1, 2, · · · , n} 之外
恒为零; 2) 存在 Ns ∈ N 及 n 维多面体41,42, · · · ,4Ns ⊂
4(a), 且

⋃Ns
j=14j = 4(a),4i

⋂4j = ∅ (i 6= j), 并使 S 在

每个 4j 上是线性函数, 即 S(X) =
∑n

i=1 λijxi + γj , ∀X =

(x1, x2, · · · , xn) ∈ 4j , j = 1, 2, · · · , Ns, 其中 λij , γj 均为常

数, 则称 S 为4(a) 上一个分片线性函数, 简称 SPLF.

记 H(D) 表示 Rn 上所有分片线性函数构成的集

合, V (4j) 是 4j 的顶点集, V (S) 表示所有多面体

41,42, · · · ,4Ns 的顶点全体构成的集合. 事实上, ∀S ∈
H(D), 因分片线性函数 S 仅满足连续性, 然而无法保证其

若干偏导数 ∂S
∂xi

( i = 1, 2, · · · , n) 存在, 但依定义 5 可证明 S

的所有单侧 (左或右) 偏导数
∂S−
∂xi
或

∂S+
∂xi
均存在. 故对一切

i = 1, 2, · · · , n 引入记号 Di(S) 为

Di(S) = ∨
(x1,x2,··· ,xn)∈ V (S)

(∣∣∣∣
∂S+(x1, x2, · · · , xn)

∂xi

∣∣∣∣∨
∣∣∣∣
∂S−(x1, x2, · · · , xn)

∂xi

∣∣∣∣
)

(2)

引理 2[1]. 设 S 是 Rn 上一个 SPLF, 给定一组常数

h1, h2, · · · , hn ∈ R, 则 ∀ (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, 必有:

| S(x1 + h1, x2 + h2, · · · , xn + hn)− S(x1, x2, · · · , xn) |≤
n∑

i=1

Di(S) | hi |

引理 3[2]. 设 µ̂是Rn 上的K-拟可加测度, ∀ f ∈ L1
+(µ̂),

则 ∀ ε > 0, 必分别存在 a > 0 和分片线性函数 S ∈ H(D) 使

得 ‖ f − S ‖< ε, 即可积函数 f 可由分片线性函数 S 逼近.

推论 1[2]. 设 µ̂是Rn 上的K-拟可加测度, ∀ f ∈ L1
+(µ̂),

若 ∀ ε > 0, 存在 a > 0 及分片线性函数 S ∈ H(D) 使

‖ f − S ‖< ε. 此时, 对充分小的 h > 0, 及 i = 1, 2, · · · , n,

若记

Di(f)= ∨
(x1,x2,··· ,xi,··· ,xn)∈V (S)

∣∣∣∣
f(x1, · · · , xi+h, · · · , xn)

h
−

f(x1, · · · , xi, · · · , xn)

h

∣∣∣∣

则必有 Di(S) = Di(f), i = 1, 2, · · · , n.

注 2. 从推论 1 不难看出, 若 S 是由引理 3 所获得的

分片线性函数, 则可通过可积函数 f 来计算式 (2) 中偏导

数的上确界 Di(S), 亦即, Di(S) = Di(f), 进而可获得和式∑n
i=1 Di(S).

定义 6[1−2]. 设系统输入论域 Xi = [−a, a], i =

1, 2, · · · , n; a > 0. 对给定 m ∈ N, 在每个论域 Xi 上做

等距剖分: −a < ai(−m) < ai(−m)+1 < · · · < ai(−1) < 0 <

ai1 < · · · < ai(m−1) < aim = a, 其分点为 aij = j/m, i =

1, 2, · · · , n : j = ±1,±2, · · · ,±m. 若在第 i 个论域 Xi 上以

每个分点 aij 为峰点 (隶属函数为 1 的点) 构造一组模糊数

{B̃ij} ⊂ F (R), 则称模糊数组为论域上一个等距模糊剖分.

为后文表述方便, 令

G(m) = {(p1, p2, · · · , pn) ∈ Zn |

−m ≤ pi ≤ m, i = 1, 2, · · · , n}
若对每个等距模糊剖分 B̃ij 及 ∀X = (x1, x2, · · · , xn) ∈

[−a, a]n, ∀ (p1, p2, · · · , pn) ∈ G(m), 记

G(m, X) =

{(p1, p2, · · · , pn) ∈ G(m) | N(p1,p2,··· ,pn)(X) > 0}

其中, N(p1,p2,··· ,pn)(X) = B̃1p1(x1)B̃2p2(x2) × · · · ×
B̃npn(xn), 此约定是为保证后边广义 Mamdani 模糊系统

(3) 的连续性 (分母大于零).

3 泛逼近性

在 K-积分模意义下, 对任意给定精度 ε > 0, 如何实现

广义 Mamdani 模糊系统的逼近过程是首要考虑问题之一.

本节我们首先通过引理 3 和推论 1 来获得 SPLF 并进而借

助该 SPLF 为桥梁来研究广义Mamdani 模糊系统对于可积

函数的逼近性能.

模糊系统控制的核心就是绕开建立精确数学模型而仿

效人脑利用模糊信息进行模糊推理, 从数学观点上来看,

模糊系统就是输入和输出之间的映射关系, 也是一种插值

器, 最常见的是 Mamdani 模糊系统和 T-S 模糊系统, 其中,

Mamdani 模糊系统的模糊规则库是由 Mamdani 型模糊推



1期 王贵君等: 广义Mamdani 模糊系统依K-积分模的泛逼近及其实现过程 145

理规则所组成, 即给定输入变量 x1, x2, · · · , xn 和前件模糊

集 Ã1p1 , Ã2p2 , · · · , Ãnpn , 其对应Mamdani 模糊规则表示为

Rp1,p2,··· ,pn : 若 x1 是 Ã1p1 , x2 是 Ã2p2 , · · · , xn 是

Ãnpn , 则 u 是 ŨL(p1,p2,··· ,pn).

这里 u 是输出变量, 其取值区间范围 U = [−b, b] (b >

0), ŨL(p1,p2,··· ,pn) 表示后件 (输出) 模糊集.

事实上, 模糊系统是模仿人脑推理性能的一类有效数
学模型. 现在利用广义重心去模糊化法给出如下输入输出
(I/O) 关系式 (3), 并称之为广义Mamdani 模糊系统:

Mm(x1, x2, · · · , xn) =

m∑
p1,p2,···,pn=−m

(N(p1,p2,···,pn)(x1, x2, · · ·, xn))αS(
ap1
m

,
ap2
m

,· · ·, apn
m

)

m∑
p1,p2,··· ,pn=−m

(N(p1,p2,··· ,pn)(x1, x2, · · · , xn))α

(3)

其中, (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn 是系统的输入, n 为输入空间维

数, 调节参数 α ∈ (0, +∞), 其他符号表示同前.

注 3. 一般来说, 对模糊系统的等距剖分主要依据定义

6 中 m 值来确定, 其中 m 可由下述定理 1 来确定, 此时,

对给定 µ̂-可积函数 f 来说, 可将闭区间 [−a, a] 等分成 2m

个小区间. 类似地, 在每个坐标轴上都做相同划分, 即将立

方体 [−a, a]n 等分成 (2m)n 个小立方体, 进而, 对每个小立

方体继续实施有限剖分: ∆1, ∆2, · · · , ∆NS , 直至剖分后每

个小多面体 ∆j 的顶点在可积函数 f 作用下可构成超平面

为止, 将这些超平面依次折合叠加起来即构成所求分片线

性函数 S. 显然, 分片线性函数 S(x1, x2, · · · , xn) 是依赖空

间曲面 y = f(x1, x2, · · · , xn) 上的连续逐片截取, 此时, 分

片线性函数 S 和可积函数 f 在剖分后的每个小正方体顶点

(ap1/m, ap2/m, · · · , apn/m) 处的函数值必重合. 因此, 必

有:

S
(ap1

m
,
ap2

m
, · · · ,

apn

m

)
= f

(ap1

m
,
ap2

m
, · · · ,

apn

m

)

定理 1. 设 µ 是 Rn 空间上的 Lebesgue 测度, ∀ S ∈
H(D), 则 ∀ ε > 0, 存在m0 ∈ N, 使当 ∀m > m0 时, 必有:

‖ Mm − S ‖= K−1(

∫

Rn

K(| Mm ª S |)dµ) < ε

证明. 设分片线性函数 S 的支撑为 [−a, a]n, 并

且 41,42, · · · ,4Ns 是对应于 S 的多面体, 当然满足

⋃Ns
j=14j = [−a, a]n,4i

⋂4j = ∅ (i 6= j). 若取 x0 = 1, 记:

S(x1, x2, · · ·, xn)=





n∑
i=0

si1xi, (x1, x2, · · ·, xn) ∈ 41

n∑
i=0

si2xi, (x1, x2, · · ·, xn) ∈ 42

...
...

n∑
i=0

siNixi, (x1, x2, · · · , xn) ∈ 4Ns

其中, 每个常数 sij (i = 0, 1, 2, · · · ; j = 1, 2, · · · , Ns) 可以表

示为小数形式 (否则 sij 可用小数来逼近). 再记:

s0 = min{s ∈ N | 10ssij ∈ Z, i = 0, 1, · · · , n; j = 1, 2, ···, Ns}

令 mij = 10s0sij , i = 0, 1, 2, · · · ; j = 1, 2, · · · , Ns, 则

必有 mij ∈ Z. 另外, 对任意 (p1, p2, · · · , pn) ∈ G(m), 并且

当 (ap1/m, ap2/m, · · · , apn/m) ∈ 4j 时, 易验证:

S
(ap1

m
,
ap2

m
, · · · ,

apn

m

)
= 10−s0

n∑
i=0

mijapi

m

由 文 献 [1], ∀ (p1, p2, · · · , pn) ∈ G(m), ∀ X =

(x1, x2, · · · , xn) ∈ [−a, a]n, 令

api

m
=

θpi

m
+ xi, i = 1, 2, · · · , n

再由文献 [2], 必存在最大交互数 c0, 且满足 | θpi |≤ ac0,

进而, 应用引理 2, 更有:
∣∣∣S

(ap1

m
,
ap2

m
, · · · ,

apn

m

)
− S(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣ ≤

ac0

n∑
i=1

Di(S)

m

此外, 因诱导算子K 是凹函数, 依据定义 1 和命题 1, 必

有K(x + y) ≤ K(x) + K(y), ∀ x, y ∈ R+, 进而可推得:

| K(x)−K(y) | ≤ K(| x− y |), ∀ x, y ∈ R+ (4)

下面, 为了方便起见, 不妨选取 α = 1, 将上述式 (3) 代

入式 (4), 则立即获得:

∣∣∣∣∣∣∣∣
K




m∑
p1,···,pn=−m

N(p1,···,pn)(x1, · · ·, xn)S
(ap1

m
, · · ·, apn

m

)

m∑
p1,···,pn=−m

N(p1,···,pn)(x1, · · ·, xn)


−K(S(x1, x2, · · ·, xn))

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

K




∣∣∣∣∣∣∣∣

m∑
p1,···,pn=−m

N(p1,···,pn)(x1, · · ·, xn)S
(ap1

m
, · · ·, apn

m

)

m∑
p1,···,pn=−m

N(p1,···,pn)(x1, · · ·, xn)
− S(x1, x2, · · ·, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣


 ≤

K




m∑
p1,···,pn∈G(m,X)

N(p1,···,pn)(x1, · · ·, xn)
∣∣∣S

(ap1

m
,
ap2

m
, · · ·, apn

m

)
− S(x1, x2, · · ·, xn)

∣∣∣
m∑

p1,···,pn∈G(m,X)

N(p1,p2,···,pn)(x1, x2, · · ·, xn)


 ≤ K

(
ac0

m∑
i=1

Di(S)

m

)
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由定义 4 及上述不等式, 立即获得:

K(‖ Mm − S ‖) =
∫

Rn
K(| Mm(x1, x2, · · ·, xn)ª S(x1, x2, · · ·, xn) |)dµ =

∫

[−a,a]n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
K

[
m∑

p1,p2,··· ,pn=−m

N(p1,p2,··· ,pn)(x1, x2, · · ·, xn)

m∑
p1,p2,···,pn=−m

S(
ap1
m

,
ap2
m

, · · ·, apn
m

)

N(p1,p2,···,pn)(x1, x2, · · ·, xn)

]
−K (S(x1, x2, · · ·, xn))

∣∣∣∣∣dµ≤
∫

[−a,a]n
K(ac0

n∑
i=1

Di(S)
m

)dµ =

K(ac0

n∑
i=1

Di(S)
m

)µ([−a, a]n)

因此, 必有

K(‖ Mm − S ‖) ≤ K(ac0

n∑
i=1

Di(S)
m

)µ([−a, a]n) =

(2a)nK(ac0

n∑
i=1

Di(S)
m

)

此时, ∀ ε > 0, 若使

‖ Mm − S ‖≤ K−1

(
(2a)nK

(
ac0

n∑
i=1

Di(S)

m

))
< ε

只需

(2a)nK(ac0

n∑
i=1

Di(S)
m

) < K(ε) ⇒

ac0

m

n∑
i=1

Di(S) < K−1

(
K(ε)

(2a)n

)

解之

m >




ac0

n∑
i=1

Di(S)

K−1
(

K(ε)
(2a)n

)


 := m0

于是, ∀ ε > 0, 存在 m0 ∈ N, 使当 m > m0 时, 必有

‖ Mm − S ‖< ε. ¤
定理 2. 设 (Rn,<, µ̂) 是 K-拟可加测度空间, ∀ f ∈

L1
+(µ̂), 则 ∀ ε > 0, 存在 m0, 当 m > m0 时, 恒有

‖ Mm − f ‖< ε, 亦即, 在 K-积分模 ‖ · ‖ 意义下广义
Mamdani 模糊系统关于可积函数空间 L1

+(µ̂) 具有泛逼近性.

证明. 由引理 3, 针对 µ̂-可积函数 f ∈ L1
+(µ̂), ∀ ε > 0,

存在常数 a > 0 及某个分片线性函数 S ∈ H(D) 使

‖ f − S ‖< ε.

现针对该分片线性函数 S, 由定理 1, 必存在 m0 ∈ N,

使得 ∀ m > m0 时, 总有 ‖ Mm − S ‖< ε, 其中, Mm 是由

m0 决定的型如式 (3) 的广义Mamdani 模糊系统.

从而, 依据注 1[10], 更有:

‖ Mm − f ‖≤‖ Mm − S ‖ ⊕ ‖ S − f ‖<

ε⊕ ε = K−1(2K(ε))

事实上, ∀ ε > 0, 由诱导算子K−1 和K 的严增性, 其表

达式K−1(2K(ε))仍能任意小. 因此, 广义Mamdani模糊系

统依K-积分模 ‖ · ‖ 对可积函数空间 L1
+(µ̂) 具有泛逼近性.

¤
定理 3. 设 (Rn,<, µ̂) 是 K-拟可加测度空间, 式 (3) 表

示广义 Mamdani 模糊系统的输入输出, ∀ f ∈ L1
+(µ̂), 且 f

存在偏导数. 则 ∀ε > 0, 存在 a > 0 和 h > 0, 若记:

DH(f) = max
1≤i≤n

sup
xi+h∈[−a,a]

∣∣∣∣
f(x1, · · · , xi+h, · · · , xn)−f(x1, · · · , xi, · · · , xn)

h

∣∣∣∣

必存在自然数

m0 =


 nac0DH(f)

K−1
(

K(ε)
(2a)n

)n


 ∈ N

使当m > m0 时, 恒有 ‖ Mm − f ‖≤ ε.
证明. 依据引理 3, ∀ε > 0, 存在 a > 0 和分片线性函数

S ∈ H(D) 使得 ‖ f − S ‖< ε. 此时将正方体 [−a, a]n 等距
分割成若干个小立方体, 进而再将每个小立方体分割成有限
个 n 维多面体 41,42, · · · ,4NS , 此时, 我们可定义满足上
式 ‖ f − S ‖< ε 的一个分片线性函数 S. 设该立方体边长
h > 0, 依据文献 [2] 和引理 2, 立刻获得:

DH(f) = max
1≤i≤n

Di(S) ≥ Di(S)

更有
∑n

i=1 Di(S) ≤ nDH(f). 结合定理 1 及诱导算子K 和

K−1 的严格递增性, 若使

‖ Mm − S ‖≤ K−1


(2a)nK




ac0

n∑
i=1

Di(S)

m





 ≤

K−1
(

(2a)nK

(
nac0DH(f)

m

))
< ε

解得

m >


 nac0DH(f)

K−1
(

K(ε)
(2a)n

)

 := m0

故 ∀ε > 0,存在m0 ∈ N,当m > m0 时,有 ‖ Mm−S ‖< ε.

此时, 再依据定理 2, 立即获知广义Mamdani 模糊系统关于

可积函数空间 L1
+(µ̂) 仍具有泛逼近性. ¤

注 4. 事实上, 定理 1 并没有直接沟通可积函数和系统

逼近关系, 只是起到一个桥梁作用, 它所刻画的剖分数m0 是

依赖于分片线性函数 S, 而实际中 S 并不容易获得且不唯一.

定理 2 只是从理论上证明了系统对 L1
+(µ̂) 具有逼近性. 而

定理 3 通过引入 DH(f) 确定的 m0 才使该系统与逼近函数

f 有了直接联系, 并获知在依拟减法 ª 定义的新 K-积分模

意义下, 广义 Mamdani 模糊系统关于可积函数空间 L1
+(µ̂)

仍具有泛逼近性. 因此, 对给定诱导算子 K 来说, 应用定理

3 才容易确定该系统输入空间的剖分数 m0, 进而可通过平

移容易得到该系统的一个等距模糊剖分 (前件模糊集), 最后,

获取广义Mamdani 模糊系统的输入输出解析表达式.

4 实现过程

设诱导算子K(x) = x
6
7 , 在系统输入论域中取 a = 1, 空

间维数 n = 2, 最大交互数 c0 = 2, 给定 µ̂-可积函数

f(x, y) =





e−|x|
3−y3

, y ≥ 0

− e−|x|
3+y3

, y < 0

容易验证 f(x, y) 在 xoy 平面的 x 轴 (y = 0) 上不连续, 但由

引理 1 可验证 f 是 µ̂-可积的. 现在, 仅限定该可积函数 f 在
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闭矩形域 D = {(x, y) | −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1} 上讨论问
题. 此时, 由推论 1 和注 2 知, 以下需要计算关于 f 偏导数的

上确界 Di(f) 的取值.
为计算 f(x, y) 在 D 上的偏导数, 首先需要求出 f(x, y)

在 x 轴上任意点 (x, 0) 的偏导数取值. 例如

∂f

∂y

∣∣∣∣
(x,0)

= lim
y→0

f(x, y)− f(x, 0)

y
=





e−|x|
3

lim
y→0+

e−y3 − 1

y
, y ≥ 0

− e−|x|
3

lim
y→0−

ey3 − 1

y
, y < 0

类似方法, 所求 f 的一阶偏导数分别为

∂f

∂x
=




− 3x2e−|x|

3−y3
sgn(x), y ≥ 0

3x2e−|x|
3+y3

sgn(x), y < 0

和
∂f

∂y
=

{
− 3y2e−|x|

3−|y|3 , y 6= 0

0, y = 0

此外, 利用求多元函数极值法 (计算偏导数, 并令其偏导
数为零, 求解驻点等), 容易获得:

D1(f) = ∨
(x,y)∈D

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣
(± 3

√
2
3 , 0)

=

∣∣∣∣∣−3

(
2

3

) 2
3

e−
2
3

∣∣∣∣∣ ≈ 1.158

D2(f) = ∨
(x,y)∈D

∣∣∣∣
∂f

∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂f

∂y

∣∣∣∣
( 0, ± 3

√
2
3 )

≈ 1.158

故可获得 DH(f) = D1(f) ∨D2(f) = 1.158.
此时, 若取误差 ε = 0.25 > 0, 依据诱导函数 K(x) =

x
6
7 , 解得K−1(x) = x

7
6 , 按照定理 1 可计算出

m >
nac0DH(f)

K−1
(

K(ε)
(2a)n

) =
2× 1× 2× 1.158

(
0.256/7

(2×1)2

)7/6 =
4.632

0.25
×4

3√
2 ≈ 92.64

不妨取 m = 93, 当然满足 ‖ Mm − f ‖< ε. 此时, 我们

可依据m 的值定义三角模糊数 B̃ 为

B̃(x) =





93

(
1

93
− x

)
, 0 ≤ x ≤ 1

93

93

(
1

93
+ x

)
, − 1

93
≤ x < 0

0, 否则

进而, i = 1 时, 在 xoy 平面上通过平移 B̃ 来重新定义

模糊数组 {B̃ij}, 亦即, 令

B̃1j(x) = B̃

(
x− j

93

)
, j = 0,±1,±2, · · ·,±93

从而获得一个等距模糊剖分 {B̃1j}, 其中, 该剖分的左右两端
的模糊数分别为

B̃1(−93)(x) =




−93

(
x +

92

93

)
, −1 ≤ x ≤ −92

93
0, 否则

B̃1(93)(x) =





93

(
x− 92

93

)
,

92

93
≤ x ≤ 1

0, 否则

再令 B̃1j = B̃2j , j = 0,±1,±2, · · ·,±93, 依据注 3, 显然有
S

(
p1
93

, p2
93

)
= f

(
p1
93

, p2
93

)
和式 (3), 对任意实参数 α ∈ R+, 立

即获得广义Mamdani 模糊系统的输入输出 (I/O) 解析表达
式为

Mm(x, y) =

93∑
p1,p2=−93

(B̃1p1 (x)B̃2p2 (y))αf

(
p1

93
,
p2

93

)

93∑
p1,p2=−93

(B̃1p1 (x)B̃2p2 (y))α

(5)

应用 Matlab 软件, 在区域 D 内可得 f(x, y) 的曲面图

如图 1, 且容易看出 f(x, y) 在平面 y = 0 处是断开的 (非连

续). 再依据式 (5), 可获得该二维广义 Mamdani 模糊系统

Mm(x, y) 的仿真图形如图 3 和 4.

图 1 f 的原曲面图

Fig. 1 Original surface figure of f

图 2 f 的一个分片线性函数 S 的图

Fig. 2 Figure of a piecewise linear functions S of f

图 3 α = 1 时Mm(x, y) 的连续曲面图

Fig. 3 Continuous surface figure of Mm(x, y) when α = 1

图 4 α = 1
3 时Mm(x, y) 的连续曲面图

Fig. 4 Continuous surface figure of Mm(x, y) when α = 1
3
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仔细观察以上两个模拟图形及其逼近性的实现过程, 我

们不难发现选择不同的调节参数 α, 两者图形 (图 3 和图 4)

几乎重合, 这说明调节参数对该系统的影响不大. 此外, 明显

能看出图 3 和图 4 与图 1 比较接近, 由此也说明在 K-积分

模意义下, 广义 Mamdani 模糊系统对 µ̂-可积函数的确具有

逼近性.

5 结论

事实上, 研究模糊系统对可积函数类或连续函数类的泛

逼近性可以转化为该模糊系统的分片线性函数在相应度量意

义下的近似表示问题. 本文改进诱导算子和引入拟减法算子,

并在 K-拟可加积分基础上给出 K-积分模概念, 通过对系统

的输入空间进行等距剖分, 进而以分片线性函数为桥梁讨论

了广义Mamdani 模糊系统对可积函数空间的泛逼近性及其

实现, 并通过模拟实例给出了该广义 Mamdani 模糊系统逼

近所给一类 µ̂-可积函数的实现过程. 结果表明, 在K-积分模

意义下广义Mamdani 模糊系统对连续函数类的逼近能力可

推广为较为一般的可积函数类. 但值得引起思考的是, 随着

系统输入空间维数的递增, 模糊推理规则的总数将按指数形

式迅速膨胀, 容易出现 “规则爆炸” 现象. 因此, 如何构造合

适的模糊系统避免出现 “规则爆炸” 现象至关重要, 关于这个

问题我们已另文加以阐述, 详细参见文献 [13].
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