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基于微分对策理论的非线性控制回顾与展望

谭拂晓 1, 2 刘德荣 3 关新平 4 罗 斌 1

摘 要 微分对策是使用微分方程处理双方或多方连续动态冲突、竞争或合作问题的一种数学工具. 它已经广泛应用于生物

学、经济学、国际关系、计算机科学和军事战略等诸多领域. 微分对策实质上是一种双方或多方的最优控制问题, 它将现代控

制理论与对策论相融合, 从而比控制理论具有更强的竞争性、对抗性和适用性. 本文根据非线性微分对策理论的控制、均衡及

算法阐述了微分对策的理论发展历史, 综述了已有结论与算法的本质, 总结了现有的研究成果. 最后对基于微分对策理论非线

性系统的鲁棒性与最优性进行了展望.
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Review and Perspective of Nonlinear Systems Control Based on Differential Games
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Abstract Differential game is a mathematical tool for dealing with the problems of continuous dynamic conflict,

competition or cooperation with two or more control actions using differential equations. It has been widely employed in

biology, economics, international relations, computer science, military strategy and so on. Differential game is essentially

an optimal control problem of two or more parties. By integration of modern control theory and game theory, differential

game thus has stronger competitiveness, confrontation ability and applicability than control theory. Based on control,

equilibrium, and algorithms of nonlinear differential game theory, the paper elaborates on the development history of

control, surveys the essence of existing conclusions and algorithms, and summarizes the existing research results. Finally,

the perspective of robustness and optimality of nonlinear systems based on differential game are discussed and explored.
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1 微分对策简介

对策论是描述现实世界中包含矛盾、冲突、对

抗、合作等数学模型的理论与方法. 微分对策是指
局中人在进行对策活动时, 用微分方程 (组) 来描述
对策现象或规律的一种策略. 它是处理双方或多方
连续动态冲突、竞争或合作问题的一种数学工具.
微分对策实质上是一种双 (多) 方的最优控制问题,
它将现代控制理论与对策论相融合, 从而比控制理
论具有更强的竞争性和对抗性[1].

1944 年数学家冯 · 诺依曼 (Von Neumann) 和
经济学家奥 · 摩根斯特恩 (Osker Mor-Genstern) 合
著的《对策论与经济行为》(Theory of Games and

Economic Behavior) 一书, 被认为是对策论发展的
一块里程碑, 它完善了对策论的数学理论, 使之系统
化和公理化.
微分对策与经典的静态对策都具有一些共同的

基本要素: 局中人、策略集、代价函数 (支付函数)
等, 但又有本质区别. 微分对策不能看成是静态对策
论的简单扩展. 自 20 世纪 50 年代以来, 由于制导系
统拦截飞行器的引入、人造卫星的发射和航空航天
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中有关机动追击技术的发展, 需要处理双方或多方
连续动态对抗冲突、竞争与合作问题的一种数学工

具, 从而诞生了微分对策. 美国著名的 Rand 公司在
空军资助下, 以美国数学家 Issacs 博士为首的研究
小组开展了对抗双方都能自由决策行动的追逃问题

研究. 他们把现代控制理论中的一些概念、原理与方
法引入对策论中, 取得了突破性的成果, 撰写了多篇
研究报告, 形成了微分对策的最初研究成果[2].
进入 20 世纪 60 年代, 微分对策与最优控制理

论相结合, 使得微分对策理论得到长足发展. 1965
年, Issacs 整理出版了世界上第一部微分对策专
著《微分对策》, 标志着微分对策理论的正式诞生.
在此之后, 由于军事方面的原因, 微分对策的研究引
起了世界各国的普遍关注, 特别是美国和前苏联出
于军备竞赛的需要, 对空战、核导弹与人造卫星拦
截、电子战等方面提出了各种类型的微分对策模型,
使得军事微分对策得以迅速发展[3]. 1971 年, 美国
科学家 Friedman 采用了两个近似离散对策序列精
确定义了微分对策, 建立了微分对策值与鞍点存在
性理论, 从而奠定了微分对策理论的数学基础[4−5].

微分对策理论从诞生发展到今天经历了四十多

年的突飞猛进发展. 随着定量微分对策和定性微分
对策不断完善外, 随机微分对策、多人合作微分对
策、非合作微分对策和主从微分对策等方面的研究

也取得了很大进展. 美国著名数学家Nash 最先将微
分对策理论引入经济学研究领域, 研究了二人合作
对策的谈判问题, 解决了非合作微分对策的混合平
衡解的存在性, 因此获得 1994 年诺贝尔经济学奖[6].
微分对策种类繁多, 根据划分标准不同, 分类也

各不相同. 按照局中人的数目可分为多人或者二人
微分对策; 按照局中人是否有合作的行为, 可分为合
作与非合作微分对策; 按照信息结构的不同可划分
为不完全信息、完全信息和无信息微分对策; 根据有
无支付函数可分为定量与定性微分对策; 对于定量
微分对策, 若其支付函数之和为零, 则称为二人零和
微分对策, 若不为零, 则称二人非零和微分对策; 按
照对策问题中动态系统分类不同可分为偏微分对策

和随机微分对策; 按照局中人间合作程度的不同, 可
分为纳什平衡、帕雷托最优、组队最优、协商微分对

策和主从微分对策等多种形式[7−12].
在微分对策系统中, 由于控制所测信息被噪声

破坏、各种干扰、环境的恶劣等因素, 往往具有不确
定性, 微分对策问题本身的数学模型也不能完全要
求是精确的, 不确定问题是微分对策中的一个主要
研究内容. 针对非线性控制系统的不确定性, 目前已
提出了一系列诸如H∞ 控制、L2 增益等新的研究成

果. 如果把非线性系统中的不确定性考虑成微分对
策中的一局中人, 那么把非线性系统的鲁棒控制纳

入到微分对策系统中, 研究基于微分对策理论的非
线性系统鲁棒性问题是必然和急迫的. 但由于对策
现象中局中人相互作用, 使得微分对策比单方最优
控制要繁杂得多, 不能完全看成双边或多边最优控
制问题. 因此, 基于微分对策理论的非线性系统鲁棒
控制研究非常困难, 目前, 关于微分对策鲁棒控制的
研究成果也很少[13−17].

在工程实际中, 微分对策、最优控制、变分法
和动态规划都是求解变分问题的理论, 并且已经融
合成为现代控制理论的一部分. 本文主要讨论零和
与非零和、合作与非合作微分对策及在控制理论中

的应用, 研究无记忆完全状态信息闭环微分对策的
Nash 平衡解的充分必要条件, 即决策是基于当前状
态信息完全已知的条件下进行. 此外, 局中人完全
掌握系统当前和过去的状态信息, 并且基于这些信
息进行个人决策, 该微分对策成为闭环完整信息结
构或模式. 另一方面, 如果对策仅仅基于系统状态
的当前值进行, 那么该决策称为 “无记忆性”. 当对
策中只包含一个局中人, 那么该决策问题就变为最
优控制, 即可以通过 Pontryagin 的 “最大原理” 或
Bellman 的 “动态规划原理” 来求解[18−20].

2 非线性系统微分对策基本定义

多人微分对策是微分对策研究领域的一个重要

方面, 在军事、经济和社会问题中广泛应用. 由于参
与对策的人不止两个, 且利益关系不一致, 这些局中
人从个人的利益出发会寻求一种合适的参与方式参

与对策. 如果各个局中人两两之间不相互合作, 那么
每一个局中人必须选择一个策略, 从而共同寻求一
个平衡点. 如果是非线性的这无疑会增大问题研究
的难度. 对于二人非线性微分对策的方法可采用极
大极小值法、HJB 方法等. 但是对于多人微分对策,
由于参与对策的局中人增多, 对策情况复杂的多, 传
统的方法已经无法确定其均衡解[21].

2.1 离散时间非线性非零和微分对策

基于二人零和微分对策理论, Issacs 在 1954 年
∼ 1956 年间首次提出了非零和微分对策, 随后经过
Starr, Ho, Friedman 等的深入研究, 并最终发展成
随机微分对策[4, 13−14, 22].
非线性离散确定性 N 人微分对策系统, 其状态

方程可以描述如下:
{

x (k + 1) = fk (x (k) , u1 (k) , · · · , uN (k))
x (0) = x0, k ∈ {0, · · · , n− 1}

(1)

其中, x0 为初始状态, x (k) ∈ Rn, k = 0, · · · ,K 是

系统状态向量; ui (k), i = 1, · · · , N , N ∈ N 是属
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于可测控制集合 {U i ⊂ Rmi ,mi ∈ N}的局中人 {1,
· · · , N} 的决策变量或控制输入; fk : U1× · · · ×UN

→ R 满足 C1 函数. 微分对策有关的 N 个局中人

的代价函数 (支付函数)Ji (u1, · · · , uN) : Γ1 × · · · ×
ΓN → R 并且满足

Ji =
K∑

k=0

Li
k (x (k + 1) , x (k) , u1 (k) , · · · , uN (k))

(2)

其中, Γi, i = 1, · · · , N 是局中人的容许策略空间;
Li

k : U1× · · · ×UN → R, i = 1, · · · , N , k = 0, · · · ,
K 是实 C1 函数; ui (k) ∈ Γi.

如果局中人之间的关系是非合作, 那么控制目
标是最小化式 (2) 中每一个代价函数, 这样的微分
对策称为非零和微分对策. Nash 均衡即为最优决
策 u∗i (k), i = 1, · · · , N 在每一阶段使其代价函数最

小.
定义 1[22]. 假设 N 个局中人最优控制策略为

u∗i (k) ∈ Γi, 其中 Γi, i = 1, · · · , N . 如果对于 ∀ i =
1, · · · , N , 代价函数 J∗i 满足

J∗i = Ji (u∗1, · · · , u∗N) ≤
Ji

(
u∗1, · · · , u∗i−1, ui, u

∗
i+1, · · · , u∗N

)
(3)

那么就称基于非合作微分对策的 N 个局中人构建

了 Nash 均衡. 其中, u∗i = {u∗i (k) , k = 0, · · · ,K},
ui = {ui (k), k = 0, · · · , K}, i = 1, · · · , N .
文献 [7] 基于动态规划原理, 给出了 Nash 均衡

解的策略集合存在的充分必要条件.
定理 1[7]. 对于 N 人非线性离散非零和微分对

策系统 (1)∼ (3), N 个控制策略集合 u∗i ∈ Γi, i =
1, · · · , N 提供一个 Nash 均衡解的充分必要条件是
当且仅当存在 N ×K 个函数 Vi 满足以下递归方程

Vi(x, k) = min
ui(k)∈Ui

{Li
k(x(k + 1), x(k), u∗1(k), · · · ,

ui(k), · · · , u∗N(k)) + Vi(x(k + 1), k + 1)} =

min
ui(k)∈Ui

{Li
k(fk(x, u∗1(k), · · · , ui(k), · · · ,

u∗N(k)), x, u∗1(k), · · · , ui(k), · · · , u∗N(k))+

Vi(fk(x, u∗1(k), · · · , ui(k), · · · , u∗N(k))), k + 1}
(4)

其中, i = 1, · · · , N , k ∈ {0, 1, · · · ,K}, Vi(x, K +
1) = 0.
从定理 1 中可以得到在每个阶段决策过程中,

不同的代价函数都需要每一个局中人参与, 因此需
要存在 N ×K 个函数. 然而, 每一个局中人的单个
方程是通过 N 个满足上述递归条件的函数来获得,
这在线性条件下尤其成立.

在非线性控制系统中, 大多考虑二人非零和微
分对策, 其状态方程为

{
x (k + 1) = fk (x (k) , ω (k) , u (k))
x (0) = x0

(5)

其中, ω (k) ∈ W ⊂ Rmω 和 u (k) ∈ U ⊂ Rmu 分别

为干扰向量与控制向量, 并且代表两个局中人的决
策, k ∈ {0, · · · ,K}.
定义二人代价函数 J1, J2 分别为

J1 (ω, u) =
K∑

k=0

L1
k (x (k + 1) , x (k) , ω (k) , u (k))

(6)

J2 (ω, u) =
K∑

k=0

L2
k (x (k + 1) , x (k) , ω (k) , u (k))

(7)

如果存在一对策略集合 u∗ (k), ω∗ (k), k = 0,
· · · , K 满足以下两式

J1 (ω∗, u∗) ≤ J1 (ω∗, u) , ∀u ∈ U (8)

J2 (ω∗, u∗) ≤ J2 (ω, u∗) , ∀ω ∈ W (9)

那么该对策集合构成二人非零和微分对策 Nash 均
衡.
此外, 根据定理 1, 存在以下两式

V1 (x, k) = min
u(k)∈U

{
L1

k (fk (x, ω∗ (k) , u (k)) , x,

ω∗ (k) , u (k)) + V1 (fk (x, ω∗ (k) , u (k)) , k + 1)}
(10)

V2 (x, k) = min
ω(k)∈W

{
L2

k (fk (x, ω (k) , u∗ (k)) , x,

ω (k) , u∗ (k)) + V1 (fk (x, ω (k) , u∗ (k)) , k + 1)}
(11)

其中, V1 (x,K + 1) = 0, V2 (x,K + 1) = 0, k = 0,
· · · , K.
方程 (10) 和 (11) 为一对耦合的 HJ 方程对, 对

于该方程组求解非常困难, 现有的文献并没有对其
进行深入研究. 然而, 对于基于微分对策理论的离散
混合 H2/H∞ 问题的求解, 该方程组将起着至关重
要的作用.
二人零和微分对策是非零和微分对策的一个特

例, 其目标方程满足

J1 (ω, u) =− J2 (ω, u) = J (ω, u) =
K∑

k=0

Lk (x (k + 1) , x (k) , ω (k) , u (k))

(12)
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在这种情况下, 式 (8) 和式 (9) 满足 J1 (ω∗, u∗) +
J2(ω∗, u∗) = 0, 其中控制 u 是需要最小化, 干扰 ω

需要最大化. 因此, 在控制系统设计中可以把控制 u

作为最小化局中人, 干扰 ω 作为最大化局中人. 此
时, Nash 均衡条件 (8) 和 (9) 简化为鞍点存在的条
件

J (ω, u∗) ≤ J (ω∗, u∗) ≤ J (ω∗, u) , ∀ω ∈ W,u ∈ U

(13)

其中, (u∗, ω∗) 是最优控制策略, 称为 “鞍点”, 故存
在以下定理.
定理 2[3, 7−8]. 对于式 (5) 和式 (13) 中定义的

二人离散零和微分对策系统, 如果一对控制策略
(u∗, ω∗) 构成了鞍点平衡点的解, 那么当且仅当存在
K 个函数集合 V , 对于每个 k ∈ [0,K], 满足以下迭
代方程

V (x, k) = min
u(k)∈U

max
ω(k)∈W

{Lk (fk (x, ω (k) , u (k)) , x,

ω (k) , u (k)) + V (fk (x, ω (k) , u (k)) , k + 1)} =

max
ω(k)∈W

min
u(k)∈U

{Lk (fk (x, ω (k) , u (k)) , x, ω (k) ,

u (k)) + V (fk (x, ω (k) , u (k)) , k + 1)} =

Lk (fk (x, ω∗ (k) , u∗ (k)) , x, ω∗ (k) , u∗ (k)) +

V (fk (x, ω∗ (k) , u∗ (k)) , k + 1) (14)

其中, V (x,K + 1) = 0.
方程 (14) 为著名的 Isaacs 方程, 并且定理 2 中

“max” 和 “min” 之间的可交换性被称为 Isaacs 条
件. 该方程对于离散时间非线性 H∞ 控制起了至关
重要的作用.

2.2 连续非线性非零和微分对策

考虑 N 个局中人参与的非零和微分对策, 其状
态方程定义如下:

ẋ (t) = f (x, u1, · · · , uN , t) , x (t0) = x0 (15)

其中, x (t) ∈ Rn 是 t 时刻的系统状态, x (t0) 是局
中人都已知的初始状态. ui ∈ U i, i = 1, · · · , N , N

∈ N 是N 个局中人的决策变量或者控制输入, 属于
可测控制集合 U i ∈ Rmi , mi ∈ N, 并且 f : U1 ×
· · · × UN → R 是满足 C1 函数.

每个局中人 i = 1, · · · , N 所相关的代价函数为

Ji: Γ1 × · · · × ΓN → R, 其中 Γi, i = 1, · · · , N 是

局中人最小化策略空间. 定义代价函数为

Ji (u1, · · · , uN) = ϕi (x (tf ) , tf ) +
∫ tf

t0

Li (x, u1, · · · , uN , t)dt, i = 1, · · · , N

(16)

其中, Li : U1 × · · · × UN ×R+ → R 和 ϕi, i = 1,
· · · , N 分别满足实 C1 函数. 为了简单, 假设终端时
间 tf 不变, 函数 ϕi (·), i = 1, · · · , N 称为终端代价

函数.
在非合作微分对策中, 每个局中人都知道自己

当前系统状态、系统参数和代价函数, 但是每个局中
人不知道其他竞争对手的策略. 因此非合作微分对
策控制的目标是从理论上分析在闭环无记忆完全信

息结构下的Nash 均衡策略, 即基于闭环无记忆完全
信息条件下非合作微分对策 Nash 均衡解.
定义 2[8]. 考虑 N 人参与的非合连续作微分对

策系统, 其控制策略为 u∗i ∈ Γi, i = 1, · · · , N , 其中
Γi, i = 1, · · · , N 是其策略集合, 如果对于 ∀ i = 1,
· · · , N , J∗i 满足

J∗i = Ji (u∗1, · · · , u∗N) ≤
Ji

(
u∗1, · · · , u∗i−1, ui, u

∗
i+1, · · · , u∗N

)
(17)

那么 u∗i 为式 (15) 和式 (16) 所构成非合作连续微分
对策系统的 Nash 均衡解, 其中, u∗i = {u∗i (t), t ∈
[t0, tf ]}, ui = {ui (t) , t ∈ [t0, tf ]}.
为推导出最优性存在条件, 考虑 N 局中人构成

的 Piecewise 连续控制策略 u = {u1, · · · , uN}, 并
且第 i 个局中人的值函数为

Vi (x, t) = inf
u∈U

{
ϕi (x (tf ) , tf )+

∫ tf

t

Li (x, u, τ) dτ
}

=

ϕi (x (tf ) , tf ) +
∫ tf

t

Li (x, u∗, τ) dτ

(18)

根据定义 2 和动态规划原理, 值函数 Vi, i = 1,
· · · , N 的解满足下面 Hamilton-Jacobi 方程




∂Vi

∂t
= − inf

ui∈Ui
Hi

(
x, t, u∗1, · · · , u∗i−1, ui, u

∗
i+1,

· · · , u∗N ,
∂Vi

∂x

)

Vi (x (tf ) , tf ) = ϕi (x (tf ) , tf )
(19)

其中, Hi, i = 1, · · · , N 满足

Hi

(
x, t, u, λT

i

)
= Li (x, u, t) + λT

i f (x, u, t) (20)

均衡控制策略 u∗ = (u∗1, · · · , u∗N) 的作用是最
小化方程 (19) 的右半部分.
对于方程 (19) 按照末端 x (tf ) 向后求积分, 并

且在每个 (x, t) 处必须求解 Hamiltonians 方程中
Hi, i = 1, · · · , N 的静态对策来寻找 Nash 均衡.
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基于以上分析, 对于所有的 {x, λ, t} 及其向量
H = [H1, · · · ,HN ], Nash 唯一均衡解 u∗ 满足




∂Vi

∂t
(x, t) = −Hi

(
x, t, u∗

(
x, t,

∂V1

∂t
, · · · ,

∂VN

∂t

)
,

∂Vi

∂x

)

ẋ = f (x, u1, · · · , uN , t)
(21)

其中, u∗ = u∗
(
x, t, ∂V1

∂t
, · · · , ∂VN

∂t

)
. 对方程 (21) 从

终端平面上的所有点向后求积分, 即可获得非线性
连续微分对策系统的运动轨迹.
对于一个闭环无记忆完全信息状态下 N 人微

分对策系统 (21), 其 Nash 均衡解存在的充分条件
是满足以下定理.
定理 3[7]. 对于式 (15) 和式 (16) 所构成的一个

闭环无记忆完全信息状态下的 N 人微分对策系统,
在固定时间 [t0, tf ] 下, 如果存在 N 个 C1 函数 Vi,
i = 1, · · · , N , 在 N 个控制策略 u∗ = [u∗1, · · · , u∗N ]
下 Nash 均衡解必须满足式 (19) 和式 (20) 所构成
的 HJ 方程.

定理 3 的主要结果可以推广到二人非零和连续
时间微分对策系统, 并且对于求解混合 H2/H∞ 问
题, 定理 3 起着至关重要的作用.
针对二人零和连续时间微分对策系统, 其系统

方程为

ẋ = f (x, u, ω, t) , x (t0) = x0 (22)

并且代价函数为

J1 (u, ω) =− J2 (u, ω) = J (u, ω) =

ϕ (x (tf ) , tf ) +
∫ tf

t0

L (x, u, ω, t) dt

(23)

其中, 控制 u ∈ U , 干扰 ω ∈ W 分别是两局中人的

策略, 并且属于可测集合 U ∈ Rmu , W ∈ Rmω , x0

是两局中人都预先知道的初始状态. 那么有与定理
2 对应的连续时间微分对策鞍点存在性定理.
定理 4[3]. 在固定期间 [t0, tf ] 和闭环无记忆信

息状态下二人零和连续时间微分对策系统 (22) 和
(23), 如果存在一对控制策略 (u∗, w∗), 并且存在满
足 C1 函数的值函数 V (x, t), 那么, 该微分对策系
统的 Nash 均衡解满足

−∂V (x, t)
∂t

= inf
u∈U

sup
ω∈W

{
∂V (x, t)

∂x
f (x, u, ω, t)+

L (x, u, ω, t)} =

sup
ω∈W

inf
u∈U

{
∂V (x, t)

∂x
f (x, u, ω, t) + L (x, u, ω, t)

}
=

∂V (x, t)
∂x

f (x, u∗, ω∗, t) + L (x, u∗, ω∗, t) (24)

其中, V (x (tf ) , tf ) = ϕ (x (tf ) , tf ).
定理 4 中的方程 (24) 为著名的 Isaacs 方程或

者 Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI) 方程. HJI 方程
对于连续时间非线性系统 H∞ 控制问题求解和推导
中起到非常重要的作用.

3 基于微分对策的非线性系统鲁棒控制

在非线性鲁棒控制中, 得到广泛关注的是二人
零和微分对策的最小最大 H∞ 优化控制[8]. 其中控
制器的设计是最小化一方局中人, 而干扰抑制是满
足 Nash 均衡最大化一方局中人. 在线性系统中, 二
人零和微分对策具有无限时间二次代价函数, Nash
均衡解的确定等价于求泛化代数 Riccati 方程. 但
是, 对于非线性微分对策系统, 需要求解HJI 偏微分
方程, 该方程的解析解通常是棘手和非光滑的.
基于微分对策理论, 文献 [23−32] 研究了非线

性系统的鲁棒控制与最优控制.

3.1 非线性微分对策与 L2L2L2 增益

考虑以下非线性连续时间系统




ẋ = f (x, u, ω)
y = hy (x, ω)
z = hz (x, u)

(25)

和非线性离散系统




x (k + 1) = f (x (k) , u (k) , ω (k))
y (k) = hy (x (k) , ω (k))
z (k) = hz (x (k) , u (k))

(26)

其中, x ⊆ Rn 是系统的状态向量, 初始状态 x (0) =
x0, u ⊂ Rp 和 ω ⊂ Rr 分别是控制输入和干扰信号;
f : U × W → Rn 是光滑的 C∞ 函数, hy : ω ⊂ Rm

和 hz : u → Rs 是光滑函数; y 是系统的可测量输

出, z ∈ Rs 是表示系统跟踪误差或固定参考位置的

控制输出; 假设系统是零状态可检测, 初始状态 x =
0 是系统的平衡点, 即 f (0, 0, 0) = 0, h2 (0, 0) = 0.
定义 3[23−24]. 对于任意初始状态 x0, 存在一反

馈控制 u, 在时间 [t0, T ) 上, 如果系统 (25) 存在从
ω 到 z 的 L2 增益, 对于任意扰动 ω ∈ L2 所对应的

输出响应 z 满足
∫ T

t0

‖z (t)‖2dt ≤ γ2

∫ T

t0

‖ω (t)‖2dt + d (x0) ,

∀T > t0 (27)
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其中, 有界函数 d 满足 d (0) = 0, 那么该非线性系
统具有小于或者等于 γ 的 L2 增益. 对于非线性离
散系统 (26), 在时间 [0,K) 上, 如果对于任意扰动
ω (k) ∈ L2 所对应的输出响应 z (k) 满足

K∑
k=0

‖z (k)‖2 ≤ γ2

K∑
k=0

‖ω (k)‖2 + d (x0) (28)

就称为该非线性离散系统具有小于或者等于 γ 的

L2 增益. 其中 ‖·‖ 表示在Rn 上的 Euclidean 范数.
如果把控制 u 和干扰 ω 看作是二人零和微分对

策的局中人, 其中控制 u 需要最小化, 而扰动 ω 需

要最大化, 那么该二人零和微分对策鞍点平衡点存
在的充分必要条件是存在以下值函数.

连续状态

V c (x, t) = inf
u∈U

sup
ω∈L2

∫ T

t

[
‖z (τ)‖2 − γ2 ‖ω (τ)‖2

]
dτ

(29)

离散状态

V d (x, k) = inf
u∈U

sup
ω∈L2

K∑
k=0

[
‖z(k)‖2 − γ2 ‖ω(k)‖2

]

(30)

满足以下 HJI 方程 (Isaacs 方程)[8].
连续状态





−∂V c (x, t)
∂t

= inf
u

sup
ω

{
∂V c (t, x)

∂x
f (x, u, ω)+

[
‖z (t)‖2 − γ2 ‖ω (t)‖2

]}

V c (T, x) = 0
(31)

离散状态




V d (x, k) = inf
u(k)

sup
ω(k)

{
V d (f (x, u (k) , ω (k)) ,

k + 1) +
[
‖z (k)‖2 − γ2 ‖ω (k)‖2

]}

V d (K + 1, x) = 0
(32)

在反馈完全信息条件下, 上述连续状态与离散
状态下二人零和非线性微分对策鞍点存在的充分必

要条件是存在一对最优策略 (u∗, ω∗), 满足

J (u∗, ω) ≤ J (u∗, ω∗) ≤ J (u, ω∗) (33)

为了进一步分析基于微分对策的非线性系统的

最优控制和最坏干扰情况下的 H∞ 控制问题, 连续
状态和离散状态下仿射非线性系统分别为





ẋ = f (x) + g1 (x) ω + g2 (x) u

z = h1 (x) + d12 (x) u

y = h2 (x) + d21 (x) ω

(34)





x (k + 1) = f (x (k)) + g1 (x (k))ω (k)+
g2 (x (k))u (k)

z (k) = h1 (x (k)) + d12 (x (k))u (k)
y (k) = h2 (x (k)) + d21 (x (k))ω (k)

(35)

其中, x (0) = 0, u 为控制输入, ω 为干扰信号; d12,
d21 ∈ Cr, r ≥ 2 为适当维数的函数向量或者函数矩
阵.
一般意义下, 对于无限时间最优控制问题, 连续

系统的控制策略应满足 limT→∞ Jc (u, ω), 离散系统
为 limK→∞ Jd (u (k) , ω (k)) 存在和有界.
如果非线性系统存在有限的 L2 增益, 那么需要

寻找一个不受时间约束的半正定存储函数 V (x) 满
足以下 HJI 方程.
连续系统 HJI 方程

min
u

sup
ω

{
∂V c (x)

∂x
[f (x) + g1 (x) ω (t) +

g2 (x) u (t)] +
1
2

(
‖z (t)‖2 − γ2 ‖ω (t)‖2

)}
= 0

(36)

离散系统 HJI 方程

V d (x) = min
u

sup
ω

{
V d(f (x) + g1 (x) ω +

g2 (x) u) +
1
2

(
‖z (k)‖2 − γ2 ‖ω (k)‖2

)}
= 0

(37)

其中, V (0) = 0.
如果非线性系统是耗散系统, 那么最坏干扰情

况下基于二人零和微分对策的非线性 H∞ 控制应该
满足以下耗散 HJI 不等式.

连续状态

inf
u∈U

sup
ω∈W

{
∂V c (x)

∂x
[f (x) + g1 (x) ω + g2 (x) u] +
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1
2

(
‖z‖2 − γ2 ‖ω‖2

)}
≤ 0 (38)

离散状态

inf
u∈U

sup
ω∈W

{
V d(f (x) + g1 (x) ω (k) + g2 (x) u (k))+

1
2

(
‖z (k)‖2 − γ2 ‖ω (k)‖2

)}
≤ V (x)

(39)

其中, V (x) 为半正定存储函数.

3.2 非线性混合H2/H∞H2/H∞H2/H∞ 控制

对于非线性系统 (34) 和 (35), 基于二人非零和
微分对策理论, 其混合 H2/H∞ 控制系统具有如下
代价函数.
连续状态





J1 (u, ω) =
∫ T

t0

(
γ2 ‖ω (τ)‖2 − ‖z (τ)‖2

)
dτ

J2 (u, ω) =
∫ T

t0

‖z (τ)‖2dτ

(40)

离散状态




J1 (u, ω) =
K∑

k=0

(
γ2 ‖ω (k)‖2 − ‖z (k)‖2

)

J2 (u, ω) =
K∑

k=0

‖z (k)‖2

(41)

式 (40) 与式 (41) 都是由两个方程构成, 第一个方
程是 H∞ 约束准则, 第二个方程是与系统输出有关
的 H2 性能准则. 如果使 J1 ≥ 0, 那么满足 H∞ 约
束的条件是非线性系统具有小于或者等于 γ 的增

益; 此时, 如果最小化 J2, 那么可以实现 H2/H∞ 控
制[19, 27−28].
假设控制 U ⊂ L2 ([0,∞) ,Rr), 那么在闭环完

全信息状态下, 二人非零和微分对策的Nash均衡解
存在的充分必要条件是存在一对策略 (u∗, ω∗), 满足

J1 (u∗, ω∗) ≤ J1 (u∗, ω) , ∀ω ∈ W (42)

J2 (u∗, ω∗) ≤ J1 (u, ω∗) , ∀u ∈ U (43)

式 (42) 与式 (43) 所构成微分对策有解的充分必要
条件是满足以下耦合 HJI 方程.
连续状态





−∂Y (x, t)
∂t

= inf
ω∈W

{
∂Y (x, t)

∂x
f (x, u∗ (x) , ω (x))+

γ2 ‖ω (x)‖2 − ‖z∗ (x)‖2

}
; Y (x, T ) = 0

−∂V (x, t)
∂t

= inf
u∈U

{
∂V (x, t)

∂x
f (x, u (x) , ω∗ (x))+

‖z∗ (x)‖2

}
= 0; V (x, T ) = 0

(44)

离散状态




Y (x, k) = min
ωk∈W

{
Y (fk (x, u∗k, ωk, k + 1))+

γ2 ‖ωk‖2 − ‖z∗k‖2
}

; Y (x,K + 1) = 0

V (x, k) = min
uk∈U

{
V (fk (x, uk, ω

∗
k, k + 1))+

‖z∗k‖2
}

; V (x,K + 1) = 0; k = 0, · · · ,K

(45)

其中, Y 为负定函数, V 为正定函数. 对于耦合函数
Y 和 V 分析和计算十分复杂, 可参阅文献 [17, 19,
27−28].

3.3 非线性连续系统H∞H∞H∞ 控制

对于仿射非线性系统




ẋ = f (x) + g1 (x) ω + g2 (x) u

y = x

z = h1 (x) + d12 (x) u

(46)

其中, x是系统的状态向量, x (0) = x0, u ∈ U ⊆ Rp

是 p 维控制输入, 干扰信号满足 ω ∈ W ⊂ L2, y ∈
Rn 是可以直接测量的状态向量, z ∈ Rs 是控制输

出, 假设系统零状态可检测.
根据定义 (3) 和微分对策理论, 对于非线性系

统 (46), 选择合适的控制 u∗ (·) 使系统从 ω 到 z 具

有小于 γ 的 L2 增益问题可以转换为二人零和微分

对策: 控制 u 为最小化局中人; 干扰 ω 为最大化局

中人[29−31].
对于 ∀T > t0, 其代价函数为

min
u∈U

max
ω∈W

J (u, ω) =

1
2

∫ T

t0

[
‖z (t)‖2 − γ2 ‖ω (t)‖2

]
dt (47)

基于微分对策理论, 非线性状态反馈鲁棒控制
可以转换为以下两个问题: 1) 实现干扰抑制; 2) 实
现渐近稳定.
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对于第 1 个问题, 假设存在最坏条件下干扰 ω,
那么根据当前状态信息构建反馈控制器 u, 使得性
能函数 J (u, ω) 最小化.
根据微分对策连续系统 (46), 定义值函数为

V (x, t) = inf
u

sup
ω

1
2

∫ T

t

[
‖z (τ)‖2 − γ ‖ω (τ)‖2

]
dτ

(48)

定理 5[27−28]. 考虑二人零和非线性微分对策系
统 (46) 具有代价函数 (47), 在反馈信息状态下, 如
果存在一对最优策略 [u∗ (x, t) , ω∗ (x, t)], 系统鞍点
满足

J (u∗, ω) ≤ J (u∗, ω∗) ≤ J (u, ω∗) (49)

的充分必要条件是存在 C1 函数 V 满足以下 HJI 偏
微分方程

− ∂V c (x, t)
∂t

= min
u

sup
ω

{
∂V c (x, t)

∂x
[f (x)+

g1 (x) ω + g2 (x) u] +
1
2

(
‖z‖2 − γ2 ‖w‖2

)}
=

sup
ω

min
u

{
∂V c (x, t)

∂x
[f (x) + g1 (x) ω +

g2 (x) u] +
1
2

(
‖z‖2 − γ2 ‖ω‖2

)}
=

∂V c (x, t)
∂x

[f (x) + g1 (x) ω∗ (x, t) +

g2 (x) u∗ (x, t)] +
1
2
‖h1 (x) + d12 (x) u∗ (x, t)‖2−

1
2
γ2 ‖w∗ (x, t)‖2 (50)

其中, V (x, T ) = 0.
其次, 为了求得合适的反馈策略 (u∗, ω∗) 满足

Isaccs 方程, 那么需要构建一个 Hamiltonian 函数

H (x, λ, u, ω) = λT (f (x) + g1 (x) ω + g2 (x) u) +
1
2
‖h1 (x) + d12 (x) u‖2 − 1

2
γ2 ‖ω‖2 (51)

求得唯一鞍点 (u∗, ω∗) 满足

H (x, λ, u∗, ω) ≤ H (x, λ, u∗, ω∗) ≤ H (x, λ, u, ω∗)
(52)

其中, λ 是伴随向量.
对于非线性系统 (46), 令 dT

12 (x) d12 (x) = I,
hT

1 (x) d12 (x) = 0, 那么, 二人零和非线性微分对策
系统的 HJI 方程为

∂V (x)
∂x

f (x) +
1
2

∂V (x)
∂x

[ 1
γ2

g1 (x) gT
1 (x)−

g2 (x) gT
2 (x)

]∂V T (x)
∂x

+
1
2
hT

1 (x) h1 (x) = 0

(53)

其中, V (·) 是满足 HJI 方程的半正定解, V (0) = 0.
那么此时最优反馈策略为





u∗ (x) = −gT
2 (x)

∂V T (x)
∂x

ω∗ (x) =
1
γ2

gT
1 (x)

∂V T (x)
∂x

(54)

对于第 2 个问题, 如果闭环系统渐近稳定, 那么
令

α (x) = u∗ (x) = −gT
2 (x) V T

x (x) (55)

当在 ω = 0 时, 对 V (·) 沿着闭环系统状态求导, 可
以得到

V̇ (x) =
∂V (x)

∂x

(
f (x)− g2 (x) gT

2 (x)
∂V (x)

∂x

)
=

−1
2
‖u∗‖2 − 1

2
γ2 ‖ω∗‖2 − 1

2
hT

1 (x) h1 (x) ≤ 0

(56)

因此, 该二人零和微分对策在 Lyapunov 意义下稳
定.

3.4 非线性离散系统H∞H∞H∞ 控制

仿射非线性离散系统为




x (k + 1) = f (x (k)) + g1 (x (k))ω (k)+
g2 (x (k))u (x (k))

z (k) = h1 (x (k)) + d11 (x (k))ω (k)+
d12 (x (k))u (k)

y (k) = h2 (x (k)) + d21 (x (k))ω (x (k))
(57)

其中, x 是系统的状态向量, 初始状态 x (0) = x0, u

∈ Rp 是 p 维控制输入, 干扰信号 ω ∈ W ⊂ L2, y ∈
Rn 是可以直接测量的状态向量, z ∈ Rs 是控制输

出, 假设系统零状态可检测.
仿射非线性离散系统 (57) 的 H∞ 控制问题也

可以转换为二人零和微分对策问题[32−36]. 其有限时
间代价函数为

J (u, ω) =
1
2

K∑
k=0

(
‖z (k)‖ − λ2 ‖ω (k)‖2

)
(58)

其中, 二局中人的策略分别是最小化控制函数 u (k)
= α2 (x (k)) 和最大化扰动函数 ω (k) = α1 (x (k)).
因此, 存在以下定理.
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定理 6[26, 32−33]. 考虑二人零和离散微分对策

系统 (57), 在完全信息状态下, 该系统的最优控制策
略 u∗ (x (k)) 和 ω∗ (x (k)) 所构成的反馈鞍点满足

J (u∗, ω) ≤ J (u∗, ω∗) ≤ J (u, ω∗) ,

∀u ∈ U, ∀ω ∈ W (59)

的充分必要条件是: 当且仅当存在K 个函数 Vk (·) :
[0,K] → R 满足离散时间 HJI 方程

Vk (x) = min
uk∈U

max
ωk∈W

{1
2

(
‖zk‖2 − γ2 ‖ωk‖2

)
+

Vk+1 (f (x, uk, ωk))
}

=

max
ωk∈W

min
uk∈U

{1
2

(
‖zk‖2 − γ2 ‖ωk‖2

)
+

Vk+1 (f (x, uk, ωk))
}

=

1
2

(
‖zk (x, u∗k, ω

∗
k)‖2 − γ2 ‖ω∗k‖2

)
+

Vk+1 (f (x (k)) + g1 (x (k))ω∗k + g2 (x (k))u∗k)
(60)

其中, VK+1 (x (k)) = 0.
由于本文主要研究时不变控制系统, 那么当 k

→ ∞ 时, 时不变离散 Isaac 方程转换为

V (f (x (k)) + g1 (x (k))ω∗k + g2 (x (k))u∗k)−
V (x (k)) +

1
2

(
‖z (x, u∗k, ω

∗
k)‖2 − γ2 ‖ω∗k‖2

)
= 0

(61)

其中, V (0) = 0. 控制器的设计可参考文献 [8, 11,
17].

4 非线性微分对策的均衡理论及主要算法

在非线性系统中, 微分对策理论为鲁棒控制和
最优控制的发展提供一个自然扩展[1−8]. 对于多局
中人参与的非线性控制系统, 不同的局中人都在计
算和优化各自的性能函数. 此时, 控制器设计是确
定一个容许控制策略, 来保证系统的稳定和最小化
各自性能函数, 并最终产生均衡解[7]. 在微分对策
中, 最优性是以具体的均衡表现出来: Pareto 均
衡、Nash 均衡和 Stackelberg 均衡等.

4.1 Pareto均衡

如果局中人策略集合中的子集能使决策一致,
并且具有共同的利益, 那么可以得到一个相互有利
的结果, 因此便可获得合作型微分对策. 在这种情
况下, 局中人通过合作进行行动, 就可以获得最优
策略. 合作微分对策即局中人形成具有约束力的协

议, 从而形成微分对策整体最优, 即达到 Pareto 均
衡[37−39].
定义代价函数 Ji (t, x, u1, · · · , uN) 为

Ji =
∫ T

0

L (τ, x (τ) , u1 (τ) , · · · , uN (τ))dτ (62)

其中, i = 1, · · · , N . 系统的状态方程为

ẋ = f (t, x (t) , u1 (t) , · · · , uN (t)) , x (0) = x0

(63)

定义 4[39]. 令 αi ∈ (0, 1), 如果存在一个参数集
合

Φ =

{
α = (α1, · · · , αN)

∣∣∣∣∣αi ≥ 0;
N∑

i=1

αi = 1

}

(64)

使得 u∗ ∈ U 满足

u∗ ∈ arg min
u∈U

{
N∑

i=1

αiJi (u)

}
(65)

那么就称 u∗ 为 Pareto 有效解.
对于 Pareto 有效解, 存在最优控制策略 u∗ 满

足不等式

Ji (u) ≤ Ji (u∗) , i = 1, · · · , N (66)

相应的 (J1 (u∗) , · · · , JN (u∗)) 即为 Pareto 优化解,
所有 Pareto 解的集合称为 Pareto 边界. Pareto 最
优策略为 u∗ = arg minu∈U{

∑N

i=1 αiJi (u)}.
定理 7[38]. 对于式 (62)和式 (63)所构成的非线

性N 人微分对策系统,其Pareto优化解为 (J1 (u∗),
· · · , JN (u∗)), 那么存在一连续可微共态函数 λT (t)

H (t, x, u, λ) =
N∑

i=1

αiLi (t, x, u) + λf (t, x, u)

(67)

使得最优策略 u∗ 满足




ẋ∗ (t) = f (t, x∗ (t) , u∗1 (t) , · · · , u∗N (t))
H (t, x∗, u∗, λ) ≤ H (t, x∗, u, λ)

λ̇ (t) = −
(

N∑
i=1

αi

∂Li

∂x
+ λ (t)

∂f

∂x

)
, x∗ (0) = x0

(68)

4.2 Nash均衡

一个 Nash 微分对策由多局中人同时做出决策,
并且整个最优策略结果不能因每一个局中人的策略

的改变而改变[14].
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基于系统的初始状态、模型和最小化代价函数,
局中人需要执行预先给定的策略. N 人微分对策系

统 (63) 和代价函数 (62), 如果存在容许控制策略集
合 u∗i ∈ Ui, i ∈ N 满足以下 N 个不等式





J∗1 = J1 (x (t) , u∗1, u
∗
2, · · · , u∗N) ≤

J1 (x (t) , u1, u
∗
2, · · · , u∗N)

J∗2 = J2 (x (t) , u∗1, u
∗
2, · · · , u∗N) ≤

J2 (x (t) , u∗1, u2, · · · , u∗N)
...

J∗N = JN (x (t) , u∗1, u
∗
2, · · · , u∗N) ≤

JN (x (t) , u∗1, u
∗
2, · · · , uN)

(69)

那么该控制集合 (u∗1, · · · , u∗N) 为 N 人非零和微分

对策系统的 Nash 均衡[4, 7].
文献 [14, 40−41] 研究了非零和微分对策中

Nash 均衡非唯一性问题. 在开环非零和微分对策
系统中, 如果每个局中人在时间 t ∈ [0, T ] 上都知道
自己的初始状态 x0, 并给出了唯一 Nash 平衡解存
在的条件. 在闭环完全信息状态下, 每个局中人在时
间 t ∈ [0, T ] 上都知道系统的完整历史状态, 那么系
统将存在无限多 Nash 均衡[41]. 在这种情况下, 把
Nash 平衡解限定到反馈解的子集中, 因此称为反
馈 Nash 平衡. 文献 [14] 和文献 [41] 同时通过求解
Hamilton-Jacobi 不等式获得值函数, 最终根据反馈
策略给出了微分对策完美Nash均衡, 该算法已经成
功地运用于线性二次微分对策系统中[16]. 在控制理
论中, Nash 均衡的一个特例是在未知动态最坏情况
下最小最大 (min-max) 鞍点使系统达到平衡[8].
鞍点平衡已经广泛运用于 H∞ 控制理论中. 如

果存在最小增益 γ ≥ 0, 其代价函数

Jγ (u, ω) =∫ ∞

0

(
Q (xt) + u (xt)

2 − γ2 ‖ω (xt)‖2
)

dt

(70)

有界, 那么该控制问题转化为设计相应控制器以确
定该界值. 与二次微分对策相关的 H∞ 控制问题在
某种意义上等价于最差情况对目标函数 (70) 确定上
确界和下确界, 并最终通过二次微分对策系统中鞍
点的求解来获得该有界值. 基于二人零和微分对策
的 H∞ 控制的目标是把控制器作为局中人最小化,
把干扰作为局中人的另一方最大化[18, 21].

4.3 Stackelberg均衡

分层非零和微分对策起源于 Von Stackelberg,
即当一个局中人的策略影响到其他局中人的策略时

怎样确定均衡解. Stackelberg 方法现在已经广泛应

用于解决一大类分层决策控制问题[42]. Stackelberg
策略是一种求解二人非零和对策的方法.
对于式 (62) 并有式 (63) 代价函数约束的二人

零和微分对策系统, 令N = 2. 二局中人控制策略分
别为 u1 和 u2, 局中人 1 的代价函数为 J1 (u1, u2),
局中人 2 的代价函数为 J2 (u1, u2). 局中人 1 为领
导者 (Leader), 局中人 2 为跟随者 (Follower). 局中
人 1 知道选择控制策略 u1 后, 局中人 2 的执行策略
u2 = T2 (u1), 其中 T2 为从 u1 到 u2 的一一映射.

假设二人零和微分对策中局中人 2 知道自身控
制策略 u2, 并知道局中人 1 的控制策略 u1. 二局
中人试图选择自己的策略使得各自的代价函数最小,
那么局中人 1 选择控制策略 u1 后, 局中人 2 选择策
略 u2 将使

J2 (u1, T2 (u1)) ≤ J2 (u1, u2) (71)

对于局中人 2 的策略 u2, 局中人 1 选择最优控
制策略 u∗1 后, 使得:

J1 (u∗1, T2 (u∗1)) ≤ J1 (u1, T2 (u1)) (72)

那么, 最优策略 u∗1 称为局中人 1 的 Stackelberg 策
略, 而策略 u∗2 = T2 (u∗1) 称为当局中人 1 为领导者
时局中人 2 的 Stackelberg 策略[43−44].

与 Nash 均衡不同, 领导者使用 Stackelberg 策
略的一个重要动机是产生与 Nash 策略不同的代价
函数对比值. 因此对于领导者, 其 Stackelberg 策略
至少与任意 Nash 策略一样最优[44−45]. 对于动态
Stackelberg 对策理论的求解与算法可参阅文献 [7].

4.4 主要求解算法

基于微分对策理论的非线性系统最优控制与鲁

棒控制问题分别等价于非线性系统HJB方程与HJI
方程的求解[8−9, 13]. 分析非线性 H∞ 控制问题需要
大量的计算, 并且需要求解 HJB 方程或者 HJI 方
程, 因此在实时系统中的应用通常是不可能的. 由于
HJB 方程和 HJI 方程求解困难, 部分学者试图通过
增强学习与动态规划方法研究最优控制与鲁棒控制,
并确定最优解[46−50].
增强学习 (Reinforcement learning, RL) 是通

过对环境的评价反馈学习产生控制的学习算法[51].
一个广泛使用的增强学习算法是基于控制 –评价
结构 (Action-critic, AC) 的, 其中控制器通过和环
境交互产生动作 (控制), 评价器评价动作, 向控制
器提供反馈, 引起下一步动作性能的改善. AC 算
法在机器学习中很普遍, 在有限空间离散 Markov
决策问题中, AC 算法用于在线学习以获得最优
策略[52−53]. 近似动态规划 (Approximate dynamic
programming, ADP) 通过离散/迭代特性可以使
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ADP 算法很容易设计离散最优控制器来确定最优
控制的次优解[54−55].

根据系统的部分特性, 文献 [56] 基于策略迭
代 (Policy interactive, PI) 设计了仅连续时间与
离散时间混杂系统的采样数据控制器, 该反馈控
制器的执行时间比自适应评价学习的时间更快.
Vamvoudakis 和 Lewis 扩展了混杂系统模型在线
学习方法, 设计了同步策略迭代算法, 该算法实现
了控制器与评价器两个神经网络的连续时间上的

同步[57]. Bhasin 等设计了连续控制 –评价 –辨识
器 (Actor-Critic-Identifier, ACI) 对无线时间范围
内一人微分对策进行控制, 并通过构建鲁棒动态神
经网络 (Dynamic neural network, DNN) 辨识系
统参数, 评价神经网络来获得近似值函数[58]. 基于
文献 [59] 的近似最优控制方法, 文献 [60] 通过构造
Lyapunov 函数, 证明了非零和非线性连续闭环系统
一致有界, 并获得次优解.

针对二人零和非线性系统的微分对策及与之相

关的 HJB 方程与 HJI 方程的求解, 文献 [61] 采用
ADP 算法设计两个迭代代价函数, 以保证鞍点的收
敛序列的性能指标具有上界和下界. 在假设鞍点不
存在的情况下, 文献 [62] 设计一个迭代 ADP 算法,
实现了零和微分对策的求解, 并在混合最优控制策
略下获得最优性能指标函数. 文献 [63] 提出了一种
新的 ADP 迭代算法, 把非仿射非线性二次零和微
分对策转换为对等序列的线性二次零和微分对策以

获得最优鞍点的近似解. 文献 [64] 运用增强学习理
论设计没有完全信息的二人非零和线性微分对策系

统的在线学习算法, 以获得最优解. 基于文献 [57]
的同步策略迭代算法, 文献 [18] 深入研究了二人
零和微分对策问题. 基于贪婪迭代 HDP (Heuristic
dynamic programming) 算法, 文献 [65] 研究了仿
射非线性离散系统的零和微分对策问题. 文献 [66]
研究了未知模型的非线性连续时间多人非零和微分

对策系统的求解算法问题.
马尔科夫对策 (Markov games, MG) 也称为

随机对策, 是将对策论应用到类 Markov 决策过
程 (Markov decision processes, MDP) 环境中, 是
MDP 推广到多 Agent 环境下的泛化[67−68]. 马尔科
夫对策也可以看作是矩阵对策的概念在多状态下的

延伸. MG 理论是研究具有离散时间特性多 Agent
协作的重要理论框架[69]. 基于 Markov 对策理论,
Michael 于 1994 年提出了多 Agent 强化学习的理
论框架. 针对二人零和对策问题, Littman 首次提出
Minmax-Q 增强学习算法来寻找最优策略[70]. 在此
基础上, 文献 [71] 基于增强学习理论研究了Markov
对策的值函数问题, 并给出了 Nash 平衡解的收敛
条件. 针对一般基于数据的控制系统, Markov 对策

可用于设计结构简单的直接鲁棒控制器. 该鲁棒控
制器在处理噪音和干扰方面优于基于 MDP 的 Q-
learning 和传统H∞ 的控制方法[71]. 进一步, Hu 与
Wellman 针对Markov 零和对策研究了 Nash-Q 学
习算法, 在该算法中, 每一个阶段的 Nash 平衡点作
为每个 Agent 的行动策略, 在满足一定约束条件下
保证 Nash-Q 学习的收敛性. 但是, 该算法强加了一
个严格限制的假设: 每个 Agent 的决策必须拥有一
个独一无二的平衡点, 这对于一般意义下的MG 零
和对策问题未必成立[72].

5 非线性微分对策主要应用与展望

5.1 非线性微分对策主要应用

5.1.1 在经济学领域[73−74]

当今经济社会高速发展, 现实中的经济问题已
经并不能由静态博弈所刻画和描述, 静态博弈框架
下的最优均衡无法保证经济的顺利进行. 近几十年
来, 世界经济运行出现了许多超预期的新变化、新趋
势和新规律, 这不仅让传统经济学理论和模型失去
了应有的解释力, 也让决策者在应对一系列复杂问
题以及危机治理方面表现得十分乏力, 而微分对策
理论为经济学的进一步发展提供了更广阔的视角和

更加科学的方法. 当前, 基于对策论和演化经济学的
理论更加关注微观, 关注宏观决策中常常被忽视的
“个体”, 更加关注经济系统变量之间的作用机制, 关
注经济演变的过程而不是结果. 自 1994 年普林斯顿
大学 Nash 等 3 位博弈论专家被授予诺贝尔经济学
奖以来, 至今共有 6 届诺贝尔经济学奖与博弈论的
研究有关: 1996 年、2001 年、2005 年、2007 年和
2012 年. 作为一门工具学科能够在经济学中如此广
泛运用并得到科学界垂青实为罕见.

5.1.2 在计算机科学与信息领域[75−79]

2006 年 10 月 27 日剑桥大学计算机系 Ross
Anderson 和 TylerMoore 在《科学》杂志上刊发题
为《信息安全经济学》(The Economics of Informa-

tion Security) 一文, 标志着一个新兴的学科领域:
信息安全经济学的产生, 它属于普适计算安全领域
与计算机理论应用的交叉方向. 传统信息安全通常
将用户分成两类: 诚实用户和恶意用户, 但在垃圾邮
件、自私实体的 TCP 效应、建立路由、网络创建等
领域的失效往往是由理性且自私、没有恶意的 “策
略用户” 引起. 与以往信息安全技术限制非法用户
的使用不同, 基于微分对策理论的信息安全的使用
安全机制通过影响系统参与用户的策略选择, 使用
户之间相互影响和制约以完成系统的预定目标.
计算机经济学不仅包括将商业活动信息化的

传统电子商务领域, 还包括利用微分对策、微观经
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济学等理论解决计算机科学中所遇到的问题, 计算
机经济学也被称作算法博弈论 (Algorithmic game
theory). 算法博弈论作为计算机理论科学的一个新
领域, 重点关注并解决有关拍卖、网络和人类行为的
根本问题. 算法博弈论的研究大致包括以下几个方
面: 1) 研究各种均衡 (如 Nash 均衡、子博弈 Nash
均衡、Pareto 均衡等) 的计算复杂性问题; 2) 从博
弈论的观点研究计算机学科中的许多问题; 3) 算法
机制设计领域; 4) 计算性社会选择问题. 基于微分对
策理论的计算机经济学将成为今后计算机科学与技

术领域非常热的一个研究方向.

5.1.3 在生物学领域[80−83]

生物群体现象是自然界中常见的, 例如编队迁
徙的鸟群、结对巡游的鱼群、协同工作的蚂蚁等.
这些现象的共同特征是拥有一定数量的自主个体

通过相互联系、相互合作和自组织组成的网络系

统, 在集体层面上呈现出有序的协同运动的动力
学行为. 基于微分对策的多智能体合作控制问题
可以描述为: 根据某些特定的任务、种类或性能要
求, 设计单个智能体的控制策略, 使其通过与其他
智能体的信息交互和共同约定的简单相互作用规

则, 达到某些关键量的一致或共享. 多智能体合作
控制具有分布式特点, 在个体层面上要求每个智
能体具有有限信息采集、计算和通讯功能, 而在集
体层面上则表现出复杂的协同配合智能行为, 并实
现单个智能体不能完成的工作. 多智能体的合作目
标是指它们所呈现的群体现象或特征, 这些群体
特征是根据智能体所处的局部环境而设计的算法

或控制律. 多智能体合作的群体目标主要有: 群集
(Swarming)、蜂涌 (Flocking)、集结 (Aggregation)、
聚集 (Rendezvous)、编队 (Formation) 等.

5.2 非线性微分对策研究展望

1) 对于非合作微分对策, 由于每个局中人只追
求自己利益的最大化, 从而不可避免地与其他局中
人发生利益冲突. 利益冲突的最极端形式是零和微
分对策, 即局中人之间的利益完全对立. 非合作微
分对策均衡解即设计控制策略, 为利益相互冲突的
局中人寻找了一种平衡点. 现有的研究成果大都集
中在一个有限时间范线性二次微分对策, 但是对于
Nash 均衡的主要问题即一般意义下Nash 平衡点的
确定研究的比较少.

2) 对于特定类型的多人微分对策系统 (主要是
非零和微分对策), 最小化代价函数的结果是对一对
耦合 HJB 方程求解. 大量的文献致力于确定线性动
态微分对策解唯一性的条件, 尤其是在线性二次代
价函数的微分对策领域.对于非线性系统,耦合HJB
方程解的存在性和唯一性的推导是非常困难的 (稀

疏性).
3) Pareto 最优性原理是针对合作型微分对策,

Pareto 优化解是基于一个前提: 任何一个特定局中
人的代价不是单独唯一确定, 其最优解是当所有局
中人的代价同时得不到提升才能确定. 在控制理论
中, Pareto 优化解的方法是求解参数化的最优控制,
然而, 该方法是否能产生所有的 Pareto 解有待进一
步深入研究.

4) 控制理论中开环 Stackelberg 对策的早期研
究主要致力于推导一个解析解并提供增益约束, 但
是这些结果受限于已知被控对象的线性系统, 并且
没有证明控制律的稳定性.

5) 马尔科夫对策模型是描述多 Agent 系统的
一种常用数学模型, 可以清楚地描述多 Agent 学习
中交互的本质. 在基于微分对策的非线性鲁棒控制
领域, 马尔科夫对策模型分为零和对策与非零和对
策. 两人零和对策可以使用极大极小 Q 学习算法求
取最优解, 但是极大极小 Q 学习算法只能解决对策
双方具有对抗性质的问题, 同时状态量不能过于复
杂, 非零和对策的适用范围更具有普遍性, 因此解决
该类问题的模型都具有局限性.

6) 多智能体合作控制与动态优化是一类典型的
矛盾求解问题, 因此, 微分对策理论为多智能体动态
优化问题的求解提供了极其合适的工具. 基于非合
作微分对策理论的多智能体动态优化, 就是把每个
智能体 (博弈的参与人) 根据其可觉察的环境和自身
的利益进行决策 (控制), 智能体的最优代价不仅取
决于自己的行为选择, 而且受到其他智能体的行为
的影响. 基于合作微分对策理论的多智能体动态优
化, 就是假定所有智能体有一个可实施的共同行动
协议, 在冲突和利益一致的群体决策与管理过程中,
达成各方共同认可的有约束力的合作协议, 而有约
束力的协议的达成是通过智能体之间的有效的合作

决策来实现的.
7) 1994 年诺贝尔经济学奖得主 Nash 证明每

个博弈必定存在一个纳什均衡点, 其他经济学家
则推测纳什均衡点极难找到, 但如果找到的话, 它
将能精确描述市场行为. 中国学者 Chen 与 Deng
对 Nash 均衡进行了深入研究, 证明了二人 Nash
均衡是 PPAD (Polynomial parity arguments on
directed graphs) 完全问题, 并因此获得 2006 年度
IEEE FOCS 最佳论文[84]. 目前工作在麻省理工学
院电机工程和计算机科学系的助理教授 Daskalakis
在他的博士论文中证明了纳什均衡属于 NP (Non-
deterministic polynomial) 问题的一个子集, 不是
通常认为的 NP 完全 (NP-complete) 问题, 而是
PPAD 完全问题[85]. 该博士论文因此获得 2008 年
度美国计算机协会最佳学位论文奖. Daskalakis 并
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认为对于某些特殊的博弈, 计算机找不到Nash 均衡
点, 人类也不可能最终找到.

6 结论

本文基于微分对策理论研究了非线性控制问

题, 介绍了非线性微分对策的基本定理、定义以及
连续与离散状态下的 HJI 方程; 总结了基于微分
对策理论的非线性鲁棒控制与最优控制研究成果;
介绍了微分对策理论的 Pareto 均衡、Nash 均衡和
Stackelberg 均衡理论; 分析了微分对策理论在经济
领域、计算机科学领域和生物学领域的相关应用及

当前研究进展. 经历了 50 年左右的发展, 微分对策
理论已经广泛地应用于各学科, 并且已经取得重要
研究成果. 但是至今, 基于微分对策理论的非线性的
鲁棒控制与最优控制的研究仍然具有挑战性, 求解
算法需要进一步创新, 已有均衡理论有待进一步完
善, 理论上的突破需要进一步加强.
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