
第 39 卷 第 7 期 自 动 化 学 报 Vol. 39, No. 7

2013 年 7 月 ACTA AUTOMATICA SINICA July, 2013

从压缩传感到低秩矩阵恢复: 理论与应用

彭义刚 1, 2 索津莉 1 戴琼海 1 徐文立 1

摘 要 综述了压缩传感、矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复等方面的基础理论及典型应用. 基于凸优化的压缩传感及由其衍生

的矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复是近年来的研究热点, 在信号处理、推荐系统、高维数据分析、图像处理、计算机视觉等很多

研究领域具有重要和成功的应用. 在这些实际的应用中, 往往涉及到对高维数据的分析与处理, 需要充分和合理利用数据中的

如稀疏性或其所构成矩阵的低秩性等性质. 尽管在最坏情况下, 最小化诸如稀疏性或矩阵秩这样的目标函数是 NP 难的, 但是

在某些合理的假设条件下, 通过优化目标函数的凸松弛替代函数, 采用凸优化的方法, 能够精确地给出原问题的最优解. 有很

多高效的凸优化算法对之进行求解且适用于大规模问题. 本文首先分别综述了压缩传感、矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复的相

关基础理论, 然后对其在图像处理、计算机视觉和计算摄像学等领域的典型应用予以举例介绍, 并展望了相关领域未来的研究

工作.
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From Compressed Sensing to Low-rank Matrix Recovery:

Theory and Applications
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Abstract This paper reviews the basic theory and typical applications of compressed sensing, matrix rank minimization,

and low-rank matrix recovery. Compressed sensing based on convex optimization and related matrix rank minimization and

low-rank matrix recovery are hot research topics in recent years. They find many important and successful applications

in different research fields, including signal processing, recommending system, high-dimensional data analysis, image

processing, computer vision and many others. In these real applications, analysis and processing of high-dimensional data

are often involved, which needs to utilize the structure of data, such as sparsity or low rank property of the data matrix,

sufficiently and reasonably. Although minimization of objective functions like sparsity or matrix rank is NP-hard in the

worst case, by optimizing the convex relaxation of the original objective function under certain reasonable assumptions,

convex optimization could give the optimal solution of the original problem. Moreover, many efficient convex optimization

algorithms could be used for solving the problem and are also applicable to large-scale problems. In this paper, we first

review the fundamental theories about compressed sensing, matrix rank minimization, and low-rank matrix recovery.

Then, we introduce the typical applications of these theories in image processing, computer vision, and computational

photography. We also look into the future work in related research areas.
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对大规模数据的分析与处理在当今的社会生活

与科学研究中占据着越来越重要的地位. 例如, 在
图像处理、计算机视觉、计算摄像学等相关研究领

域经常碰到大规模的数据. 在这些大规模的数据
中, 一方面含有丰富的信息以供挖掘利用, 另一方
面也大大增加了学习和研究这些数据的成本和困

难. 巨大的数据量往往为大规模数据的分析和处理
带来很大的麻烦, 带来所谓的 “维度灾难 (Curse of
dimensionality)”. 在实际的信号或图像采集与处理
中, 数据的维度越高, 给数据的采集和处理带来越大
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的限制. 例如, 在采集三维或四维 (三个空间维度再
加上一个频谱维度或一个时间维度) 信号时, 往往比
较困难. 然而, 随着数据维数的升高, 这些高维数据
之间往往存在较多的相关性和冗余度. 信号的维度
越高, 由于数据本身信息量的增长比数据维度增长
慢得多, 也就使得数据变得越冗余. 一个明显的例子
就是, 视频信号要比单幅图像的可压缩的空间大得
多. 在高维数据处理中, 高维数据中的相关性不容
忽视. 例如, 对于一幅图像而言, 其像素间的相关性
表现在图像在某个变换域的系数是稀疏分布的; 对
于同一凸的、表面为郎伯特 (Lambertian) 属性的物
体, 在固定视角、不同光照条件下拍摄得到的图像近
似处在一个 9 维的线性子空间中[1]. 如何合理和充
分利用高维数据间存在的稀疏性和冗余性, 对于高
效地采集、表示、重构这些数据是十分重要的.

更具挑战性的问题是, 这些大规模数据中往往
含有空缺元素、大的误差、损毁等, 这为分析和处
理这些大规模数据进一步带来了困难. 这种现象在
很多实际应用中十分常见. 例如, 在人脸识别中, 训
练集中的或是待识别的人脸图像往往含有阴影、高

光、遮挡、变形等; 在运动恢复结构 (Structure from
motion, SFM) 问题中, 进行特征提取和特征匹配时
往往存在大的匹配误差. 这些因素的存在使得很多
传统的分析和处理方式失效, 需要新的理论和实用
的算法为相关的应用提供理论支撑和有力的求解工

具. 正确并高效地从不完整的、带有损毁的数据中
恢复和利用它们, 对现代大规模数据的分析与处理
至关重要.
最近, 在高维信号统计处理、凸优化方法等方面

的发展表明, 尽管在最坏情况下, 最小化诸如稀疏性
或矩阵秩这样的目标函数是NP难的[2−3],但是在某
些合理的假设条件下, 通过优化目标函数的凸松弛
替代函数, 采用凸优化的方法, 能够精确地给出原问
题的最优解. 而且, 随着维度的升高, 这种成功的概
率会迅速地趋于 1. 这样便带来了 “维度恩赐 (Bless
of dimensionality)”[4]. 相关的理论研究、算法设计
和应用研究正如火如荼地进行着.

这些具体的研究课题包括压缩传感、矩阵秩最

小化和低秩矩阵恢复等多个方面. 尽管它们所研究
的具体问题不同, 但本质上具有紧密的联系. 矩阵
秩最小化和低秩矩阵恢复问题衍生于近年来非常流

行和十分有用的压缩传感技术. 压缩传感利用信号
所对应向量或矩阵的稀疏性进行信号的采样与重建.
稀疏性是指向量或矩阵中大部分元素为 0. 压缩传
感涉及到最小化向量或矩阵的 (伪) `0 范数 (又称零
范数), 即向量或矩阵中非零元素的个数. 而矩阵的
低秩性是指矩阵的秩相对于矩阵的行数或列数而言

很小. 如果对矩阵进行奇异值分解, 并把其所有奇异

值排列为一个向量, 那么这个向量的稀疏性便对应
于该矩阵的低秩性. 低秩性可以看做是稀疏性在矩
阵上的拓展. 矩阵秩最小化主要是指利用原始数据
矩阵的低秩性进行矩阵的重建, 这涉及到最小化矩
阵的秩函数. 低秩矩阵恢复则是指同时利用原始数
据矩阵的低秩性和误差矩阵的稀疏性来恢复数据矩

阵. 在具体求解压缩传感、矩阵秩最小化或低秩矩
阵恢复问题时, 由于原始目标函数 `0 范数和矩阵秩

函数是非连续非凸的函数, 往往分别使用 `1 范数和

矩阵核范数 (见下文) 代替, 将原始问题转化为凸优
化问题求解, 并且有相关文献给出了凸优化求解方
法成功的条件和理论保证[3, 5−6].
现在已有相关的综述文章、期刊特辑和专著对

压缩传感原理、算法和应用等进行总结[7−12], 有关
矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复方面的资料, 尤其是
中文综述的资料还十分少[13]. 另一方面, 有关这些
理论和技术的典型应用的总结还不常见. 本文希望
抛砖引玉, 为同行的研究提供一个参考.
在本文中, 我们将首先介绍压缩传感、矩阵秩

最小化和低秩矩阵恢复的相关理论基础, 并主要从
图像处理、计算机视觉、计算摄像学的领域详细举

例说明近年来它们典型的成功应用. 本文的内容组
织如下: 在第 1 节中, 首先介绍压缩传感的理论基
础; 在第 2 节中, 介绍矩阵秩最小化 (及低秩矩阵填
充) 的理论基础; 在第 3 节中, 介绍低秩矩阵恢复的
理论基础; 在第 4 节中, 主要从图像处理、计算机视
觉、计算摄像学等方面介绍这些基础理论的典型应

用; 在第 5 节中, 对相关理论、算法和应用的最新发
展和未来研究工作做出概述和展望; 最后, 在第 6 节
中, 对本文做一简要总结.

1 压缩传感理论

由 Candès 等[5−6] 和 Donoho[14] 提出的压缩

传感 (Compressed sensing) (又称压缩采样 (Com-
pressive sampling)) 是当今信号处理、图像处理等
相关研究领域的热点. 经典的 Nyquist-Shannon 采
样定理 (Nyquist-Shannon sampling theory) 刻画
了信号采样与信号带宽之间的关系, 即如果要无失
真重构信号, 至少需要以信号最高带宽两倍频率的
速率对信号进行采样. 而现实中的信号往往具有稀
疏性 (Sparsity) 或可压缩性 (Compressibility), 例
如, 这种稀疏性在图像压缩上取得了成功的应用[15].
压缩传感就是充分利用信号的稀疏性从而降低采样

所需要的采样率, 但仍然能够保证准确重构出原信
号.
从数学上来看, 对于以向量 xxx0 ∈ Rn 表示的信

号, 其稀疏性即指该向量中非零元素的个数或称为
(伪) `0 范数 (零范数), 即 ‖xxx‖0 := |{i : xi 6= 0}|. 假
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设信号 xxx0 是 S–稀疏的 (S-sparse), 人们希望仅通
过测量较少的度量 yyy ∈ Rm (m ¿ n) 并能从中恢
复出原信号 xxx0 来, 这便是压缩传感的含义. 具体而
言, 已知的观测数据是 yyy ∈ Rm, 其中 yyy = Axxx0 且

m ¿ n, 人们希望从较少的观测量 yyy 中恢复出原始

信号 xxx0. 这个问题可由下述数学模型表示[5−6]:

min
xxx

‖xxx‖0

s.t. yyy = Axxx (1)

但是, 通常上述问题是一个 NP 难的问题, 人们
转而求解如下的凸优化问题[5−6]:

min
xxx

‖xxx‖1

s.t. yyy = Axxx (2)

其中, ‖xxx‖1 表示向量 xxx 的 `1 范数 (1 范数), 定义为
‖xxx‖1 :=

∑n

i=1 |xi|. 这里的关键是, 何时问题 (2) 给
出的解便是问题 (1) 的解? 通常, 这与信号的采样方
式有关, 即与矩阵 A ∈ Rm×n 的性质有关. 文献 [6]
中定义了矩阵的约束等距性 (Restricted isometry
property, RIP) 条件, 具体定义如下:

定义 1[6]. 假设矩阵 A 是由有限个列向量

(aaai)i∈J ∈ Rm 排列而成, J 为向量 aaai 脚标的取

值范围集合, 对于整数 S (1 ≤ S ≤ |J |), 定义 S–约
束等距常数 (S-restricted isometry constant) 为对
所有基数 (Cardinality) 不超过 S 的子集 T ⊂ J 和

所有实向量 {aaai}i∈T 满足下述条件:

(1− δS)‖ccc‖2 ≤ ‖ATccc‖2 ≤ (1 + δS)‖ccc‖2 (3)

的 δS 的最小值. 类似地, 定义 S, S′–约束正交性常
数 (S, S′-restricted orthogonality constants) 为对
所有不相交集合 T , T ′ ⊆ J (其中, |T | ≤ S, |T ′| ≤
S′, S + S′ ≤ |J |) 满足:

|〈ATccc, AT ′ccc
′〉| ≤ θS,S′‖ccc‖ ‖ccc′‖ (4)

的 θS,S′ 的最小值.
基于约束等距常数和约束正交性常数的定义,

文献 [6] 给出了如下的压缩传感重建定理:
定理 1[6]. 假设向量 xxx0 的支撑是 T , 满足 T ⊂

J , |T | < S, 矩阵 A 满足:

δS + θS + θS,2S < 1 (5)

这里, S ≥ 1. 度量值 yyy 是由 fff := Axxx0 得到的. 那
么, xxx0 是优化问题 (2) 的唯一最优解.
更多有关压缩传感的相关理论与应用, 可参见

文献 [5−7, 12, 14]. 压缩传感这个术语更主要的是从
信号采样角度出发的, 说明如何对本质上稀疏的信
号进行有效采样, 然后采用非线性重构的方法重构

信号. 如果不太注重从信号采样和重构的角度对问
题进行分析, 与之相关的模型及优化问题也常常被
称为稀疏表示 (Sparse representation) 或稀疏逼近
(Sparse approximation). 相关的内容可参见 Elad
的专著[10].

2 矩阵秩最小化理论

与压缩传感紧密相关的一个问题是矩阵秩最

小化问题. 低秩矩阵模型在信号处理等领域具有
广泛的应用, 例如系统辨识与控制、欧氏空间嵌
入 (Euclidean embedding) 和协同滤波 (Collabora-
tive filtering) 等[2], 这往往涉及到仿射矩阵秩最小
化 (Affine rank minimization) 的问题[2]:

min
X

rank(X)

s.t. A(X) = bbb (6)

其中, X ∈ Rm×n 是决策变量, 真实的决策变量 X0

具有低秩特性, A 是线性映射, A : Rm×n → Rp,
将决策变量 X 映射到观测变量 bbb ∈ Rp. 在压缩传
感问题 (1) 中, 目标函数是数据 xxx 的稀疏性; 而在
这里, 目标函数是数据 X 矩阵的秩, 即其奇异值构
成向量的稀疏性. 然而, 通常上述问题的求解是 NP
难的. 注意到函数 rank(X) 在集合 {X ∈ Rm×n :
‖X‖ ≤ 1} 上的凸包 (Convex envelope) 是 X 的核

范数 ‖X‖∗ =
∑n

k=1 σk(X) (即矩阵 X 的所有奇异

值之和), 人们转而求解如下的启发式凸优化问题[2]:

min
X

‖X‖∗
s.t. A(X) = bbb (7)

与压缩传感类似, 这里的关键是: 何时问题 (7) 给出
的解便是问题 (6) 的解. 类似于把压缩传感拓展到
仿射矩阵秩最小化上, Recht 等[2] 把 RIP 条件从向
量拓展到矩阵上:
定义 2[2]. 对于线性映射 A : Rm×n → Rp, 不

失一般性, 假定 m ≤ n, 对于满足 1 ≤ r ≤ m 的任

意整数 r, 定义 r–约束等距常数 (r-restricted isom-
etry constant) 为使得对于所有秩最大为 r 的矩阵

X 均满足:

(1− δr(A))‖X‖F ≤ ‖A(X)‖ ≤ (1 + δr(A))‖X‖F

(8)
的 δr(A) 的最小值.
基于 RIP 条件的定义, 文献 [2] 中证明了如下

两个定理:
定理 2[2]. 假设某个整数 r ≥ 1 使得 δ2r < 1, 那

么 X0 是满足 A(X) = bbb 的唯一一个秩最大为 r 的

矩阵.
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定理 3[2]. 假设 r ≥ 1 使得 δ5r ≤ 1/10, 那么
X∗ = X0, 其中 X∗ 是问题 (7) 的解.
矩阵秩最小化的一个典型应用是低秩矩阵填

充 (Low-rank matrix completion) 问题. 假定原始
数据矩阵是低秩的, 但是矩阵中含有很多未知的元
素. 从一个不完整的矩阵中恢复出一个完整的低秩
矩阵, 便是低秩矩阵填充问题. 例如, 著名的 Netflix
问题[16] 便是一个典型的低秩矩阵填充问题. Netflix
是美国的一家影片租赁公司. 其推荐系统 (Recom-
mendation system) 要从用户仅有的对少数的电影
打分中为用户推荐影片. 如果这种推荐越符合用户
的喜好, 也就越能提高该公司租赁电影的业务量. 为
此, 该公司设立了百万美元的奖金用于悬赏能够最
好地提高该公司推荐系统质量的解决方法. 这个问
题可以用矩阵填充来进行建模. 假设矩阵的每一行
代表同一用户对不同电影的打分, 每一列代表不同
用户对同一电影的打分. 用户数量巨大, 电影数目巨
大, 因此这个矩阵的维度十分大. 由于用户所打分的
电影有限, 这个矩阵中只有很小一部分的元素值已
知, 而且可能含有噪声或误差. 那么 Netflix 问题就
是如何从这个不完整的矩阵中推测其中未知元素的

值. 矩阵填充得越准确, 为用户推荐的电影也就越符
合用户的喜好. 由于影响用户对电影喜好的因素数
目有限, 如电影的题材、演员、年代、导演等, 这个
矩阵本质上是一个低秩矩阵. 数学上, 从观测到的不
完整的矩阵M ∈ Rm×n 恢复出完整的低秩矩阵M

(秩为 r) 来, 即[17]:

min
X

rank(X)

s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω (9)

其中, Ω 对应于观测到的 M 中元素对应的位置集

合, 即若Mij 被观测到, 则 (i, j) ∈ Ω. 但是, 对上述
优化问题的求解是 NP 难的, 且问题求解的复杂度
还随着矩阵维数的增长呈平方倍指数关系增长. 因
此, 人们采用如下的凸优化问题[17] 取而代之:

min
X

‖X‖∗
s.t. Xij = Mij, (i, j) ∈ Ω (10)

何时问题 (10) 给出的解便是问题 (9) 的解? 在
给出相关的定理之前, 文献 [17] 首先提出了下面的
条件:

A1. 存在 µ1 > 0, 使得对于所有的向量对
(aaa,aaa′) ∈ [n1]× [n1] 和向量对 (bbb, bbb′) ∈ [n2]× [n2] 满
足:

∣∣〈eeeaaa, PUeeeaaa′ − r

n1

1aaa=aaa′〉
∣∣ ≤ µ1

√
r

n1

∣∣〈eeebbb, PV eeebbb′ − r

n2

111bbb=bbb′〉
∣∣ ≤ µ1

√
r

n2

(11)

A2. 存在 µ2 > 0, 使得对于所有的向量对
(aaa,bbb) ∈ [n1]× [n2] 满足:

|Eababab| ≤ µ2

√
r√

n1n2

(12)

其中, PU 和 PV 分别是矩阵M 行空间和列空间的

正交投影算子:

PU =
∑

i∈[r]

uuuiuuu
T
i , PV =

∑

i∈[r]

vvvivvv
T
i (13)

矩阵 E 为

E :=
∑

i∈[r]

uuuivvv
T
i (14)

这里, {uuui} 和 {vvvi} 分别是M 的左、右奇异向量, 即
矩阵M 的奇异值分解为

M =
∑

i∈[r]

σiuuuivvv
T
i (15)

其中, σ1, · · · , σr ≥ 0 是矩阵M 的奇异值.
如果参数 µ1 和 µ2 均小于或等于常数 µ, 则称

矩阵 M 满足参数为 µ 的强非相干性条件 (Strong
incoherence property). 值得注意的是, 这个强相干
性条件仅与矩阵M 的奇异值向量相关, 与其奇异值
大小没有关系.
接着, 文献 [17] 证明了如下定理:
定理 4[17]. 对于秩为 r 的矩阵M ∈ Rm×n, r =

O(1), 假设矩阵M 满足参数为 µ 的强非相干性条

件, 不失一般性, 设 m ≤ n, 若人们观测到的M 中

已知元素的位置是随机均匀分布的, 共观测到 c 个

元素, 那么存在一个正的常数 C, 使得当

c ≥ Cµ4n(log n)2 (16)

时, 矩阵M 至少以 1− n−3 的概率是优化问题 (10)
的唯一解. 换言之, 核范数最小化问题 (10) 能够以
很高的概率精确地恢复出矩阵M 的所有元素. 对于
任意的秩 r, 只要 c 满足

c ≥ Cµ4nr2(log n)2 (17)

也有同样的结论.
上述定理中 c 的大小与矩阵秩 r 的平方相关,

下述定理给出了一个更加强的结论, 其中 c 的大小

与矩阵秩 r 的大小是线性相关的.
定理 5[17]. 对于秩为 r 的矩阵M ∈ Rm×n, 假

设矩阵M 满足定理 4 中的条件, 那么存在一个正的
常数 C, 使得当

c ≥ Cµ2nr(log n)6 (18)
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时, 矩阵M 至少以 1− n−3 的概率是优化问题 (10)
的唯一解.
值得注意的是, 这里矩阵的模型是确定性的

(Deterministic), 仅需要矩阵满足一定的强非相干
性条件. 这些定理揭示的结论既出人意料, 又让人感
到高兴: 用这种凸松弛的优化问题代替原始的组合
优化问题, 在满足一定的条件下, 竟能够给出原始组
合优化问题的解. 随着近代凸优化方法的发展, 也
有越来越多实用的算法能够有效地求解凸优化问题,
并且在大规模的数据上仍然有效, 这也为很多应用
带来了强有力的工具, 促进了它们的发展.

3 低秩矩阵恢复理论

低秩矩阵恢复考虑如何从较大的但稀疏的误

差中恢复出本质上低秩的数据矩阵. 有时在不同
的场合, 低秩矩阵恢复也被称为矩阵低秩稀疏分解
(Sparse and low-rank matrix decomposition) (即
将一个矩阵分解为一个低秩矩阵和一个稀疏矩阵之

和)、鲁棒主成分分析 (Robust principle component
analysis, RPCA)[18]、低秩稀疏非相干分解 (Rank-
sparsity incoherence)[19] 等. 这个问题在不同的应
用领域可能会有不同的理解. 例如, 在计算复杂度
研究领域, 矩阵刚度 (Martix rigidity)[20] 刻画了降
低一个矩阵的秩所需改变矩阵元素的最少数目的性

质; 在数据降维中, 需要寻找观测数据所具有的低
维结构, 但破坏这种低维性质的可能不是随机的高
斯噪声, 而是随机幅值任意大但是分布稀疏的误差
(Gross errors), 其中低维结构便对应于低秩矩阵部
分, 大的但是稀疏的误差便对应于稀疏矩阵部分. 从
数学上讲, 将一个矩阵 D (D = A0 + E0) 分解为一
个低秩矩阵部分 A 和一个稀疏矩阵部分 E 的问题

可以由下述优化问题来描述[18−19]:

min
A,E

rank(A) + γ‖E‖0

s.t. D = A + E (19)

其中, D, A, E, A0, E0 ∈ Rn1×n2 , D 是观测数据矩

阵, A 对应于低秩矩阵部分, E 对应于稀疏矩阵部

分, A0, E0 是生成矩阵 D 的真实值矩阵. 然而, 由
于目标函数中 rank(A) 和 ‖E‖0 都是非线性非凸的

组合优化函数, 对上述问题的求解是十分困难的.
借鉴压缩传感和矩阵秩最小化方面的研究成果,

人们转而求解下述凸优化问题[18−19]:

min
A,E

‖A‖∗ + λ‖E‖1

s.t. D = A + E (20)

在文献 [18] 中, 这个凸优化问题被称之为主成分追
踪 (Principal component pursuit, PCP), 并给出了

如下定理:
定理 6[18]. 假设 A0 ∈ Rn1×n2 (不失一般性, 假

设 n1 ≥ n2) 满足如下的有关参数 µ 的非相干性条

件 (Incoherence condition):

max
i
‖UTeeei‖2 ≤ µr

n1

max
i
‖V Teeei‖2 ≤ µr

n2

‖UV T‖∞ ≤
√

µr

n1n2

(21)

其中, eeei 是单位向量, 矩阵 A0 的奇异值分解为 A0

= UΣV T =
∑r

i=1 σiuuuivvv
T
i , r 是矩阵 A0 的秩, 范数

‖D‖∞ = maxi,j |Di,j|, S0 的支撑在所有坐标 (Caid-
inality) 中是均匀分布的, 只要满足:

rank(A0) ≤ ρrn2µ
−1(log n1)−2, m ≤ ρsn1n2

(22)
则存在数值常数 c 使得由主成分追踪问题 (20) (其
中 λ = 1/

√
n1) 至少能以 1 − cn−10

1 的概率恢复出

原始矩阵, 即: Â = A0, Ê = E0, 其中, ρr 和 ρs 是

正的数值常数.
换言之, 只要低秩矩阵 A0 的奇异向量分布合理

且稀疏矩阵的非零元素均匀分布, 那么凸优化问题
PCP 就能够以接近 1 的概率从未知的任意的误差
中恢复出原始低秩矩阵 A0 来. 值得注意到是, 原始
矩阵 A0 的秩 r 是与 n/(log n)2 同一数量级的.

注意到低秩矩阵恢复问题 (20) 与低秩矩阵填充
问题 (10) 的不同: 在低秩矩阵填充中, 矩阵中位置
元素的位置是已知的; 而在低秩矩阵恢复中, 矩阵是
完整的, 但是其中哪些元素受到了误差的破坏并不
知道. 也就是说, 低秩矩阵恢复比低秩矩阵填充更具
有挑战性, 或者说低秩矩阵恢复要同时检测被破坏
的元素的位置并恢复它们. 低秩矩阵填充和低秩矩
阵恢复可以合称为低秩矩阵重建 (Low-rank matrix
reconstruction)[21].
文献 [18] 也考虑了观测矩阵中同时含有大的误

差和空缺元素的情况下的低秩矩阵恢复问题. 文献
[22] 考虑了有高斯噪声存在下的低秩矩阵恢复问题.
文献 [23] 则考虑了从任意高密度的误差下恢复低
秩矩阵的问题 (Dense error correction for low-rank
matrices), 通过选取合适的加权系数 λ, 使得低秩矩
阵恢复仍能以很高的概率成功. 这些都是问题 (20)
的拓展和推广.

4 典型应用举例

压缩传感、矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复等,
不但符合现实世界中的很多物理模型, 而且给出了
求解这些问题的理论保证和求解凸优化问题的有
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效算法. 最小化 `1 范数往往涉及软阈值截取运算

(Soft-thresholding)[24], 最小化核范数往往涉及奇异
值截取运算 (Singular value thresholding)[25]. 具体
的算法包括加速近似梯度算法 (Accelerated prox-
imal gradient, APG)[26−27]、交替方向算法 (Alter-
nating direction method, ADM)[28−30]、Bregman
迭代法[31] 等. 也有相关的英文文献对相关的算法做
出总结和比较. 例如, 在文献 [30] 中, 作者分析比较
了用于鲁棒人脸识别的快速 `1 范数最小化方法. 由
于本文篇幅有限, 而求解算法众多、内容丰富, 本文
暂不对算法部分做出详细的引用论述. 有关求解这
些问题算法的更多内容可参见文献 [32−36] 等.
有了这些实用高效的求解算法, 才使得压缩传

感、矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复在不同领域的多

个方面取得了十分成功的应用. 这些应用涉及到图
像处理、模式识别、计算机视觉、计算机图形学和计

算摄像学 (Computational photography) 等多个领
域. 下面对其中一些典型的成功应用实例做一简要
介绍.

4.1 压缩传感的应用

磁共振成像. 压缩传感最成功也是最重要的
应用之一就是在磁共振成像 (Magnetic resonance
imaging, MRI) 中的应用[37−38]. 例如文献 [38] 中
所例举的快速血管造影法 (Rapid angiography)、全
心冠状动脉成像 (Whole-heart coronary imaging)、
增强大脑成像 (Enhanced brain imaging) 和动态心
脏成像 (Dynamic heart imaging) 等实例. 压缩传
感十分受到研究磁共振成像研究人员的青睐, 这主
要是由于: 1) MRI 与压缩传感理论十分吻合, 其成
像图像在某种合适的变换域下是稀疏的, MRI 扫描
仪在成像过程中是在图像的变换域而不是原始的空

间域中采样的; 2)压缩传感理论在MRI上的应用大
大减少了成像时间, 从而大大减少了病人的痛苦和
成像花费. 研究人员通过设计合理的成像方法和重
建算法, 使之满足图像在某已知的变换域下是稀疏
的、下采样方式与变换域的基函数是非相干的、采

用非线性重构算法等条件, 使得压缩传感在MRI 中
获得了成功的应用.
压缩传感在理论和算法上已有了长足的发展,

而在硬件实现上则刚刚起步. 下面简要介绍单像素
相机和压缩采样荧光显微镜.
单像素相机 (Single pixel camera). 单像素

相机是由美国 Rice 大学研发的一个根据压缩传感
原理实现的硬件系统[39]. 传统的数码相机采用电子
耦合元件 (Charge-coupled device, CCD) 或互补式
金属氧化物半导体 (Complementary metal-oxide-
semiconductor, CMOS) 传感器, 每次尽量采集较

多的像素信息, 采集得到的图像数据量巨大, 然后
再通过联合图像专家小组 (Joint photographic ex-
perts group, JPEG) 或 JPEG2000 等图像压缩标
准, 对图像数据进行压缩. 与传统相机的 CCD 或
CMOS 传感器每个像素仅测量一个空间位置上的
图像信息不同, 单像素相机的每一个度量 (Measure-
ment) 中包含场景中随机像素的信息之和. 单像素
相机采用一个数字微镜芯片 (Digital micro-mirror
device, DMD), DMD 是由很多微型镜片组成, 每个
微型镜片一面反光另一面不反光. 在每次度量时, 将
图像光线通过凸透镜打到DMD上, 每次变换DMD
上明暗矩阵组成的伪随机码模式, 再将光线会聚到
单光子检测器 (Single photon detector) 上, 得到一
次测量得到的 “单像素”信息.通过多次这样的测量,
得到多个度量值, 最后再使用压缩传感的重构方法,
重构出原始图像. 这样的采样方式大大减少了数据
量, 直接在采样的同时就对数据做了压缩, 完全不同
于传统方法中先采样、再丢弃 (压缩) 的方法. 这种
单像素相机不需要传统相机中的大面积传感器, 尤
其在传统 CCD 或 CMOS 传感器测量不到的不可
见光区具有潜在的巨大应用价值.
压缩采样荧光显微镜 (Compressive fluores-

cence microscopy, CFM)[40]. 法国Bordeaux大
学等一些研究机构的研究人员设计了压缩采样荧光

显微镜, 并展示了其在生物医学图像和多光谱图像
中的应用. 这种压缩采样荧光显微镜结合了动态宽
角度结构光和快速高敏感度单点荧光检测装置, 使
得在很低的采样频率下 (只有原来采样频率的 1/32)
仍能重构原始的荧光图像.
人脸识别. 人脸识别中涉及到对高维人脸图像

数据的分析与处理. 如何从大规模的人脸图像数据
库中准确确定待识别人脸图像的身份是一个很困难

的问题. Wright 等提出一种基于稀疏表示的人脸识
别方法[41], 不但在人脸识别准确率上获得了特别好
的效果, 而且还具有在有遮挡或损毁等大的误差存
在情况下的人脸识别能力. 这种人脸识别的核心思
想是: 待识别人脸图像在由训练集中人脸图像构成
的过完备字典 (Overcomplete dictionary) 上具有
稀疏表示 (Sparse representation). 训练集中每类
样本的人脸图像数目和光照变化充分多, 以张成该
类人脸图像的样本子空间. 通过求解待识别人脸图
像在训练集过完备字典上的稀疏表示系数, 选取重
构误差最小者作为人脸识别结果. 这种基于稀疏表
示的人脸识别方法对训练集中的人脸图像要求较高.
首先, 训练集中同一个人的人脸图像应该充分多, 这
些人脸图像要具有多种不同的光照条件, 以张成比
较完整的该类人脸图像样本子空间; 其次, 该方法对
人脸图像间的对齐要求很高, 否则, 由于人脸图像间
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位置关系的不准确会造成这种稀疏表示方法的失效.
Wagner 等提出了一种最小化对齐误差稀疏性的鲁
棒图像对齐方法[42−43], 用于解决待识别人脸图像与
训练集中人脸图像之间的对齐问题. 在文献 [42−43]
中, 他们还设计了一个硬件采集系统, 用于采集多光
照变化条件下的人脸图像, 从而使训练集中同一人
的人脸图像具有充分多的光照变化情况, 同时使图
像数目尽量少, 从而构成一个鲁棒、高效的人脸图
像训练集. 进一步, 为了更好地处理人脸图像中存
在的大的遮挡问题, Zhou 等[44] 抓住了遮挡区域往

往是连续存在的特点, 将马尔科夫随机场 (Markov
random field, MRF) 模型引入了基于稀疏表示的人
脸识别方法之中, 利用遮挡连续性的先验知识, 进而
利用稀疏表示的原理, 将这些被连续遮挡或损毁的
区域恢复出来, 获得了更加有效和稳定的人脸识别
结果. 整个这种基于稀疏表示的人脸识别方法得到
了很好的识别效果, 获得了很高的评价[45]. 也有研
究人员提出对训练集中人脸图像构成的过完备字典

进行改进, 以提高人脸识别的效果. 例如, Yang 等提
出了基于 Gabor 特征的稀疏表示人脸识别方法, 压
缩了遮挡字典库部分, 在人脸识别的性能和效率上
都有所提升[46]. 在文献 [47] 中, Ma 等提出了一种
具有鉴别性的低秩字典学习算法用于优化过完备字

典库. 在文献 [48] 中, Chen 等则提出了一种新的低
秩矩阵近似算法, 并在字典库中加入了结构非相干
性.

图像超分辨率重建. Yang 等从稀疏表示的角
度重新思考了图像超分辨率重建的问题[49−50], 并
提出了基于稀疏表示的单幅图像超分辨率重建算

法. 根据图像的统计特点, 如果选取了合适的过完备
字典库, 那么一个图像块可由这个字典库中的原子
(Atom) 的稀疏线性组合表示. 一般情况下, 低分辨
率图像可认为是由高分辨率图像下采样得到的. 根
据这种对应关系, 建立互相对应的低分辨率图像块
过完备字典库和高分辨率图像块过完备字典库. 对
于一个低分辨率图像块, 首先求得该图像块在低分
辨率图像块过完备字典库上的稀疏表示系数, 然后
将这组系数对应到高分辨率图像块过完备字典库上,
重建出高分辨率图像块. 这种基于稀疏表示的高分
辨率重建方法不但取得了好的重建效果, 而且对噪
声更加鲁棒.
编码频闪摄像 (Coded strobing photogra-

phy). 编码频闪摄像[51] 可以从拍摄的高速周期或

近似周期运动物体的低帧率的视频中恢复出高帧率

的视频. 这种方法利用了周期运动信号在时域上的
冗余性, 换言之, 周期信号在傅里叶变换域是稀疏
的. 在使用普通低速相机拍摄视频时, 对运动物体
采用编码频闪方式的光照, 拍摄得到编码频闪下的

图像. 然后根据信号在傅里叶变换域的系数是稀疏
的特点, 根据估计出的频率的分布, 利用结构稀疏
性 (Structured sparsity), 采用 `1 范数最小化方法

得到傅里叶系数, 再重建出高速视频的信号. 传统
的拍摄高速运动物体的方法中, 使用高速相机拍摄
时, 由于拍摄帧率很高、曝光时间很短, 需要给予场
景很强的光照以保证较高的信噪比 (Signal to noise
ratio, SNR); 使用单频闪的方式拍摄, 也存在光通
量 (Light-throughput) 不足的问题. 而文献 [51] 所
提出的编码曝光摄像的方法大大增加了光通量, 可
达到普通低速摄像光通量的 50%.

4.2 矩阵秩最小化的应用

光照传输矩阵重建. 在基于图像的重光照
(Image-based relighting) 中, 需要得到准确的光照
传输矩阵 (Light transport matrix) 以获得高质量
的重光照结果[52]. 为了获得准确的光照传输矩阵,
往往需要采集巨大量的图像数据, 采集的图像数据
会达到几千甚至上万幅. 场景的光照传输矩阵具有
数据相干性 (Coherence) 和稀疏性的特点. Peers
等[53] 利用反射函数 (Reflectance functions) 在某
些基函数 (例如球面谐波函数或小波基 (Spherical
harmonics or wavelets)) 下是稀疏的或可压缩的特
点, 设计了不同的光照模式进行图像的采集, 并提
出了一种层次化的重建算法, 利用空域像素间的相
关性提高重建质量, 减少计算复杂度. Wang 等[54]

正是利用这个特点, 设计了一种新的图像采集方式
和光照传输矩阵重建算法, 大大降低了图像采集的
数量 (仅需采集几百幅图像). 他们用固定视角的相
机和置于二维平面上的点光源装置采集场景的四维

反射场 (4D reflectance fields). 首先采样得到光线
传输矩阵的稀疏的行和列上的元素, 并从中估计出
核函数; 然后将这些已知元素映射到核空间, 使用
Nyström 方法重建出完整的矩阵, 即核 Nyström 方
法 (Kernel Nyström method); 最后再将重建出的
矩阵反映射回去, 得到最终的重建的光照传输矩阵.
这种方法充分利用了数据间的非线性相干性, 经过
核映射后的光照传输矩阵的秩被大大减低了, 因而
可使用Nystörm方法从稀疏的数据中重建出完整的
矩阵. 这种方法大大降低了需采集的图像数目. 他
们将重建的光照传输矩阵用于场景的重光照等实验

均取得了很好的实验结果. Huang 等[55] 设计了稀疏

地预计算光照传输矩阵的方法: 对于光照传输复杂
的区域, 选取较多的点 (Dense vertices), 根据区域
的特点 (局部光照传输矩阵秩的大小), 自适应地进
行角度域的采样; 对于不重要的区域则选取较少的
点 (Sparse vertices), 只进行少量的光线角度域的采
样; 利用光照传输矩阵的局部低秩性, 重建出完整的
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光照传输矩阵. 这种稀疏地预计算光照传输矩阵的
方法还可与接下来的重光照算法结合起来, 例如簇
主成分分析算法 (Clustered principal component
analysis, CPCA), 进一步降低算法时间.
鲁棒视频恢复. 在文献 [56] 中, Ji 等利用低秩

矩阵填充成功地进行了鲁棒视频去噪的工作. 他们
开发了一个基于块的视频去噪算法, 将时域空域中
相近的块聚集起来, 先估计出噪声存在的位置, 然后
将噪声去除问题建模为低秩矩阵填充, 利用低秩矩
阵填充算法进行噪声的去除. 他们的算法可适用于
去除混合噪声, 例如混有脉冲噪声的大的高斯噪声
(Heavy Gaussian noise with impulsive noise), 而
传统的视频去噪算法往往依赖视频中存在的噪声符

合高斯统计模型的假设. 在文献 [57] 中, Ji 等还提
出了基于矩阵低秩稀疏分解的鲁棒视频恢复算法,
并将之用于视频去噪和视频补绘 (Inpainting) 上,
也取得了很不错的效果.

超声波断层成像仪校准. Karbasi 等巧妙地运
用了低秩矩阵填充进行超声波断层成像仪的校准

(Ultrasound tomography calibration)[58−60]. 超声
波断层成像仪通过使用超声波及其在媒质中的传播

特性, 对媒质进行断层扫描成像. 在成像之前, 需要
精确定位超声波传感器的位置, 以获得准确的度量
结果. 通常, 通过发射超声波信号, 测量超声波从发
射器到接收器的飞行时间 (Time-of-flight, ToF), 组
成飞行时间矩阵, 再从中推断出传感器的位置信息.
但是, 这个矩阵往往会含有缺失元素, 在度量过程
中, 还会受到大噪声的干扰, 还存在匹配错误的情
况. 对于飞行时间矩阵相关的距离矩阵, 虽然通常
情况下是一个满秩矩阵, 但与其对应的平方距离矩
阵则是一个低秩矩阵, 秩最多为 4. 文中利用这个低
秩矩阵的特点, 同时考虑到矩阵的结构特点, 采用改
进的 Optspace[61] 算法, 从含有未知元素和大噪声
的平方距离矩阵中重建出完整的平方距离矩阵. 最
后使用了已有的多维尺度算法 (Multi-dimensional
scaling, MDS) 得到传感器正确的位置信息. 这种基
于结构矩阵填充与恢复的方法在超声波断层成像仪

的校准上取得了不错的仿真结果.

4.3 低秩矩阵恢复的应用

视频背景建模.文献 [18] 中, Candès 等将鲁棒
主成分分析用于监控视频的背景建模中. 对于监控
视频, 一般是由固定的相机拍摄到的图像序列. 将每
幅图像排列为一个向量, 再将所有图像序列对应的
向量排列为一个矩阵, 则稳定的背景部分对应于低
秩矩阵部分, 而活动的物体或人物构成视频的前景,
对应于稀疏矩阵部分. 由主成分追踪算法, 将由图像
序列对应的矩阵进行矩阵低秩稀疏分解, 便可成功

地将静止的背景和活动的前景分开, 从而可用于对
背景建模和识别前景运动.

光度立体重建 (Photometric stereo recon-
struction). 光度立体重建是指由固定角度、变化
光照条件下拍摄得到的多幅图像重建出物体表面的

法向 (Surface orientations). 在进行光度立体重建
时, 立体重建的效果往往受到物体表面非朗伯特特
性 (Non-Lambertian) 造成的阴影 (Shadows) 或高
光 (Specularities) 的影响. 与传统的采用 RANSAC
或中值滤波来克服这些受损野值带来的不利影响不

同, 文献 [62−63] 中提出了一种基于低秩矩阵填充
与恢复的鲁棒光度立体重建方法. 这种方法的出发
点是: 如果不含阴影, 拍摄得到的凸的朗伯特表面物
体在不同光照条件下的表观 (Appearance) 张成三
维子空间或光照锥 (Illumination cone); 如果凸的
物体表面含有投射阴影 (Cast shadows), 那其表观
也可由一个低维的线性子空间近似表示. 如果把每
幅图像拉成向量, 再把这些向量排列起来构成一个
矩阵. 那么理想情况下, 这个矩阵应该是一个秩为
3 的低秩矩阵. 文献 [62−63] 中所提方法便是试图
从带有未知元素和损毁的数据中重建出这个低秩矩

阵, 然后利用已知的光线方向信息, 恢复物体表面法
向信息. 这个方法将鲁棒光度立体重建问题建模为
含有未知元素和损毁元素的低秩矩阵恢复问题, 得
到了统一的模型框架, 并采用先进的核范数和 `1 范

数最小化的优化方法, 有高效的求解方法进行计算.
这种方法最大的优点是能够处理数据中存在的由阴

影、高光等带来的大的非高斯误差 (Non-Gaussian
errors).
鲁棒联合图像对齐. 在文献 [64−65] 中, Peng

等设计了一种基于低秩稀疏分解的鲁棒联合图像对

齐方法 (Robust alignment by sparse and low-rank
decomposition, RASL), 用于对齐一组本质上线性
相关的图像, 同时可以去除图像中存在的遮挡、损
毁等造成的大的误差. 这种方法可以看作是模型
(20) 的一种拓展应用. 它通过寻找一组最优的图
像变换参数, 使得经过位置变换后的这组图像构成
的矩阵能够被分解为一个低秩矩阵部分 (代表对齐
后且恢复出的图像) 和一个稀疏矩阵部分 (代表遮
挡、损毁等造成的大的误差). 由于非线性非凸约束
的存在, RASL 模型本身是一个非凸优化问题, 在
实际求解中通过对约束条件进行逐步线性化, 然后
迭代求解一系列的线性化后的凸优化问题, 最终得
到原问题的解. 这种鲁棒联合图像对齐的方法在各
种可控和自然条件下采集得到图像集上均表现得很

好, 对人脸识别、联合图像去噪和视频去抖动等均
有帮助, 也被成功应用于 “会说话的” 仿真人脸头像
合成 (Photo-real talking head synthesis)[66] 和视



7期 彭义刚等: 从压缩传感到低秩矩阵恢复: 理论与应用 989

频流中的人脸图像复原 (Face recovery from video
streaming)[67] 等技术上.
低秩纹理结构. 文献 [68−69] 提出了一种名为

具有变换不变性的低秩纹理 (Transform invariant
low-rank textures, TILT) 模型, 可以用于提取二维
图像中的低秩纹理, 即使图像中存在严重的损毁或
变形, TILT 方法也很有效. 在经过合适的仿射或投
影变换后, 图像所对应的场景中存在的有规则的模
式尤其是具有某种对称性的纹理结构可以看作是构

成一个低秩矩阵, 而存在的遮挡、损毁等误差可以
看作是一个稀疏矩阵. TILT 模型也是矩阵低秩稀
疏分解模型 (20) 的一种推广. TILT 模型不但可以
用于二维平面图像, 还可推广应用于广义圆柱形表
面[70]. TILT 模型还被进一步拓展应用到了室外三
维模型重建 (Urban 3D reconstruction)[71]、摄像机
校准 (Camera calibration)[72] 和字符识别 (Optical
character recognition)[73] 等.

下面我们再展示低秩矩阵恢复的两个具体应用

实例, 分别是旧电影修复和去除视频中的雨线. 这两
个实例在其他的文献中还没有被涉及到.
旧电影修复. 以前的摄像技术远不如现在这么

先进, 也远不像今天这样能够方便地拍摄高质量的
视频. 以前往往是采用胶卷呈像的方式进行摄像的.
现在, 为了更好地保存较早时候拍摄的这些具有历
史价值的珍贵视频资料, 常常需要将胶卷影像进行
数字化. 但是由于年代久远, 那些旧的胶卷往往会发
生化学变化, 使得视频中出现各种斑点、划痕、颜色
失真、噪声、图像抖动等失真. 利用视频帧与帧之间
的相关性, 可以使用低秩模型对原始视频进行建模,
使用稀疏模型来刻画视频中出现的斑点、划痕等失

真. 对于镜头固定不动时拍摄的视频, 我们将视频
的各帧排列为一个列向量, 将各帧对应的列向量合
起来排列为一个矩阵. 这样, 我们将这个矩阵分解
为一个低秩矩阵和一个稀疏矩阵来修复旧电影中的

失真. 如图 1 所示, 我们展示了使用主成分追踪算
法进行旧电影修复的一个实例. 图中展示的是一段
旧电影片段中的一帧, 图 1 (a) 是待修复的电影片段
的一帧, 图 1 (b) 和图 1 (c) 分别展示的是修复得到
的视频帧 (对应于低秩矩阵的部分) 和对应的斑点、
划痕、颜色失真等误差部分 (对应于稀疏矩阵部分).
可以看到, 算法成功地移除了原始视频中存在的明
显的失真. 注意, 这与传统的旧电影修复方法很不一
样. 传统的方法往往采用 “检测” 和 “修复” 两步的
策略, 并且, 它们在进行失真检测时, 往往采用一些
启发式的方法, 对于不同类型的失真采用不同的模
型分别检测[74]. 而在这里所展示的方法中, “检测”
与 “修复” 是一步完成的, 对于误差失真仅仅进行了
稀疏性的假设, 能够同时修复斑点、划痕、颜色失真
等.
去除视频中的雨线.拍摄户外场景时, 视频的质

量往往受到天气状况的影响, 例如, 拍摄下雨或下雪
天的场景时, 视频中会出现雨滴、雨线、雪花等[75].
虽然每一帧图像都会受到雨滴、雨线或是雪花的遮

挡或模糊, 但并不是每一帧中的每一个像素都会受
其影响. 镜头固定不动拍摄视频的情况在监控视频
中是十分常见的. 我们利用场景本身近似不变、利
用遮挡的稀疏性, 采用主成分追踪算法去除视频中
的雨线. 如图 2 (a) 所示, 所拍摄的下大雨场景的原
始视频帧中有明显的雨线. 采用主成分追踪算法得
到的低秩矩阵部分对应于图 2 (b), 视频帧中的雨线
被成功去除了, 图 2 (c) 就是对应的 “雨线” 部分. 这
里的做法与传统的去除 “雨线” 的做法很不一样. 传
统的方法, 如文献 [75] 中的方法需要对 “雨” 的物理
模型做复杂的分析与假设. 而我们的做法没有考虑
其物理模型, 去除 “雨线” 的效果也十分好.

压缩传感、矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复等模

型与算法的应用研究方兴未艾. 以上所列举的它们
在图像处理、计算机视觉、计算机图形学、计算摄像

图 1 旧电影修复示例 ((a) 输入的旧电影视频中的一帧; (b) 使用主成分追踪算法恢复得到的对应视频帧; (c) 对应的视频帧

中的被损坏部分. 每帧图像的分辨率为 480 像素× 620 像素大小.)

Fig. 1 Example of old movie restoration ((a) One frame from the input old movie; (b) The restored corresponding

frame obtained by PCP; (c) The corrupted error in the corresponding frame. Each frame is of 480× 620 resolution.)
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图 2 去除视频中的 “雨线” 示例 ((a) 输入的 100 帧视频中的第 1 帧; (b) 使用主成分追踪算法恢复得到的对应视频帧; (c)

对应的视频帧中的 “雨线” 部分. 每帧图像的分辨率为 576 像素× 720 像素大小.)

Fig. 2 Example of rain removal in the video ((a) The first frame of a 100-frame video; (b) The restored corresponding

frame obtained by PCP; (c) The “rain” in the corresponding frame. Each frame is of 576× 720 resolution.)

学等多方面的应用仅仅是管中窥豹, 但已可见一斑.

5 未来研究工作展望

有关压缩传感、矩阵秩最小化和低秩矩阵恢复

的未来研究工作, 可以从多个不同的角度进行.

5.1 在理论方面

如何更加合理和充分地利用高维数据的结构,
对实际问题的建模和求解都具有重要的意义. 例如,
尽管 `1 范数最小化的理论和算法都有了长足的发

展, 但是在处理一些具体的实际问题时还会遇到困
难. 这表现在: 数学模型并没有对问题做出完全合理
的描述, 问题本身结构上的一些先验知识并没有被
充分和合理地利用起来. 举例来说, 在鲁棒联合图像
对齐问题中, 图像中出现的遮挡等常常具有连续性;
在运动恢复结构问题中[76], 得到的不完整的观测矩
阵中, 已知元素呈现出近似带状分布的特点. 因此,
在稀疏性或 (和) 低秩性之外, 如何更进一步地去发
现和利用数据中潜在的本质结构, 对于大规模复杂
的高维数据分析和处理具有举足轻重的作用. 已有
一些研究工作开始对此作出探讨. 例如, 在基于模型
的压缩传感 (Model-based compressed sensing)[77]

中, 除了利用数据的稀疏性之外, 还通过限定零系
数和大幅值系数的具体分布来利用数据中的更多结

构, 从而进一步降低了压缩传感所需要的观测量的
数目. 结构稀疏性 (Structured sparsity)[78−79] 探讨

如何更充分地挖掘和利用变量间的关系和结构. 例
如, 利用小波子带系数的垂直结构关系 (Hierarchi-
cal information) 往往比普通的 `1 范数最小化得到

的结果效果要好. 对于矩阵秩最小化, 除了原始数据
矩阵是低秩的这个先验信息外, 探讨矩阵包含的更
多的结构信息对于提高低秩矩阵填充和低秩矩阵恢

复等性能会很有帮助. 例如, 现有的低秩矩阵填充算

法, 在对已知元素呈现出带状分布的空缺矩阵进行
填充时, 效果不如对已知元素是随机分布的空缺矩
阵填充的效果好. 总而言之, 如何更好地探索和利用
大规模数据所包含的结构, 是一个重要的研究方向.

5.2 在算法方面

充分利用问题的结构和现有的硬件条件, 开发
快速的、并行的算法对问题的高效求解和实际应用

具有重要的作用. 例如, 在矩阵核范数最小化中, 最
耗时的计算集中在矩阵奇异值分解运算上. 传统的
算法对一个维数为m× n 的矩阵进行奇异值分解的

计算复杂度是 O(mn2). 为此, 人们采取不同的方法
降低其计算量. 一方面采取了 “分而治之” 的方法,
另一方面采用了一些随机算法. 这些算法往往需要
在效率和精确度上作出折中. “分而治之” 的方法包
括: 在文献 [80] 中, Mackey 等提出了一种 “分而治
之” 的方法用于噪声矩阵的低秩稀疏分解, 他们先
将大矩阵分成若干小矩阵, 并行求解, 再将结果按照
一定的原则整合起来; 在文献 [81] 中, Liu 等提出
了一种名为 `1 滤波 (`1 filtering) 的算法用于矩阵
低秩稀疏分解问题, 他们先在称为 “种子矩阵 (Seed
matrix)” 的小矩阵上进行主成分追踪算法, 再在
对应的行子矩阵和列子矩阵上进行 `1 滤波, 最后
采用广义的 Nyström 方法 (Generalized Nyström
method) 恢复余下的元素. 随机算法包括: 在文献
[82] 中, 线性时间复杂度奇异值分解方法 (Linear
time singular value decomposition, LTSVD) 采用
了一种快速的蒙特卡罗 (Monte Carlo) 方法以近似
地求解 SVD问题;在文献 [83]中, Zhou等通过双向
随机投影 (Bilateral random projection, BRP) 来
加速低秩矩阵填充和恢复等. 我们相信, 这些方法
对于我们的应用问题, 例如 RASL 模型的求解, 也
有重要的借鉴之处. 利用现有的计算机硬件条件, 尤
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其是图形处理器 (Graphics processing unit, GPU)
强大的并行处理功能, 对于提高算法实际的运行效
率至关重要. 例如, 在文献 [21] 中, 陈敏铭等开发了
奇异值分解和低秩矩阵恢复算法的 GPU 并行版本;
在文献 [30] 中, Yang 等实现了 `1 范数最小化的并

行版本, 并将其应用到基于稀疏表示的人脸识别中.
算法的效率对于实际应用, 尤其是实时性要求比较
高的场合, 是十分重要的. 因此, 设计和开发高效的
算法, 并充分利用问题的结构和硬件条件, 也是未来
重要的研究课题.

5.3 在应用方面

根据应用问题本身的物理意义, 设计合理的数
学模型, 使用现代凸优化方法进行高效的求解, 也
是未来重要的研究方向. 压缩传感、矩阵秩最小化
和低秩矩阵恢复等已在信号处理、图像处理、计算

机视觉、机器学习[84] 等很多方面展现出成功的应

用. 例如, 文献 [85] 采用低秩重构的方法以减少类
间分布的差异, 从而进行多视角的物体识别. 在文献
[86] 中, 作者认为图像是由低秩结构和特定特征空
间的稀疏噪声构成的, 他们使用低秩矩阵表示图像
背景、稀疏矩阵表示图像的显著性区域, 从而利用矩
阵低秩稀疏分解进行图像的显著性区域检测, 取得
了很好的效果. 在文献 [87] 中, 作者则将矩阵秩最小
化用于融合由不同模型得到的置信度分数, 并在物
体分类、视频事件检测等应用中得到显著的性能提

升. 还有研究人员将这些技术用于医学影像的处理
中. 与传统的基于图像分割的跟踪方法不同, 在文献
[88] 中, 作者认为除了快速运动、组织变形的二尖瓣
单张区域外, 一个心动周期组成的图像序列能够用
低秩矩阵很好地表示, 他们提出了一种基于低秩表
示的超声心动图二尖瓣单张跟踪方法, 实现了全自
动无监督的跟踪算法. 还有很多十分有意义的应用
不断涌现, 篇幅所限, 不再一一介绍. 我们相信, 合
理把握问题的物理结构, 设计合理的数学模型和实
用的求解方法, 压缩传感、矩阵秩最小化和低秩矩阵
恢复等新的大规模数据的分析与处理方法必定会在

更多的实际应用中发挥作用.

6 总结

在本文中, 我们分别介绍了压缩传感、矩阵秩最
小化和低秩矩阵恢复的基础理论知识, 以及它们在
图像处理、计算机视觉和计算摄像学等领域的典型

应用. 从中, 我们可以领略到这些基础理论和凸优化
模型的强大之处以及它们在实际应用中的广泛性和

有效性. 压缩传感、矩阵秩最小化及低秩矩阵恢复
在高维信号、图像分析与处理、计算机视觉等方面

的应用方兴未艾. 采用合适的数学模型与算法, 是对

高维信号分析与处理的关键所在. 由本文所述的实
例中, 我们对它们在高维信号和大规模数据分析与
处理中的巨大作用已有所了解, 这些基础理论及求
解凸优化问题的高效算法为实际的应用提供了理论

保证和有力工具. 利用压缩传感、矩阵秩最小化和
低秩矩阵恢复等原理与方法, 充分挖掘高维信号和
大规模数据中的信息, 以此设计新型的数据采集方
式和重建算法, 具有广阔的应用前景.
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