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一种基于回归估计误差仿射投影算法的统计特性分析

智永锋 1 李虎雄 1 李 茹 1

摘 要 输入信号是自回归模型时, 建立了一种基于回归估计误差的仿射投影 (Affine projection using regressive estimated

error, AP-REE) 算法的统计模型. 在五个假设的条件下, 推导出了 AP-REE 算法迭代方向上权值误差和权值均方误差的递

归迭代方程, 分析了 AP-REE 算法稳定状态的误差. 仿真结果表明建立的统计模型与 AP-REE 算法的仿真结果具有一致性.
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Abstract This paper presents a statistical analysis of the affine projection using regressive estimated error (AP-REE)

algorithm. An analytical model is derived for autoregressive input. Under the five assumptions, deterministic recursive

equations are derived for the mean weight error and for the mean-square error in the iterated direction. We also analyze

the steady-state behavior of the AP-REE algorithm. Simulation results are presented to show good consistency between

the algorithm and the theory.
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自适应滤波技术在噪声和回波消除、均衡、波
束形成中得到了广泛的应用. 归一化最小均方 (Nor-
malized least mean square, NLMS) 算法计算简单
且容易实现, 获得了广泛的应用[1]. 然而对于高度
自相关的输入信号, 即输入信号协方差矩阵的特征
值差异比较大, NLMS 算法表现出了收敛速度慢的
特性. 在过去的三十年, 为了改善这一问题, 研究者
提出了一些高效、快速收敛的自适应滤波算法[2−5].
如, 从几何理论研究的角度, 文献 [2] 首次提出了仿
射投影 (Affine projection, AP) 算法. 文献 [3] 通过
引入输入信号方向向量的概念, 建立了一种新的 AP
算法模型. 如果连续的输入信号相互正交, 将促进
自适应滤波器快速收敛, 基于该思想, 文献 [4] 提出
了一种基于正交因子的归一化最小均方算法, 该算
法与 AP 算法具有完全相同的特性. 本文统称文献
[2−4] 提出的算法为 AP 算法. AP 算法的迭代误
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差由输入向量引起, 但 AP 算法是在输入信号的方
向向量上更新权值, 这两个方向不一致. 为了解决此
问题, 文献 [5] 提出了一种基于回归估计误差的仿射
投影 (Affine projection using regressive estimated
error, AP-REE) 算法. 在不考虑系统测量噪声的条
件下, AP-REE 算法的迭代误差几乎仅由迭代方向
引起, 相比较于 AP 算法促进了自适应滤波器的收
敛速度.

为了提高自适应滤波器的收敛性能, 不同的方
法已经应用到 AP 算法中. 基于当前输入向量可再
利用的思想, 文献 [6] 提出了一种新的 AP 算法模
型. 利用变步长, 文献 [7] 建立了一种带有指数平滑
因子的 AP 算法. 文献 [8] 提出了一个带有可变正
则化因子的 AP 算法. 文献 [9] 利用进化理论决定
AP 算法的阶次, 促进了自适应滤波器的性能. 在文
献 [10] 中, 为了消除回波, 把均衡的思想引入 AP 算
法中.
针对 AP 算法的统计特性, 研究者已经做了大

量的研究工作. 假定输入信号独立同分布, 文献 [11]
定量地分析了 AP 算法权值误差和权值均方误差
(Mean square error, MSE) 的收敛特性. 基于文
献 [11] 研究的结果, 文献 [12] 通过分析滤波参数
和系统测量噪声之间的相关性, 建立了 AP 算法
收敛性的统计模型. 文献 [13] 分析了伪 AP 算法
局部的鲁棒性和稳定状态值. 在输入信号为自回归
(Autoregressive, AR) 模型、迭代步长为 1 的条件
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下, 分析了AP算法收敛性的统计模型[14]. 文献 [15]
在文献 [14] 的基础上, 设迭代步长小于 1, 分析了伪
AP 算法跟踪性的统计模型, 建立了权值误差和权值
MSE 的递归迭代方程. 随后在 AP 算法阶次小于
AR 输入信号模型阶次时, 文献 [16] 分析了 AP 算
法的统计模型. 同时, 文献 [17] 分析了集员 AP 算
法的收敛性能, 给出了稳定状态和瞬时状态的MSE
学习曲线.

AP-REE 算法通过重新定义 AP 算法的迭代
误差, 与 AP 算法相比, 提高了自适应滤波器的收
敛速度, 且 AP-REE 算法的稳态解具有无偏性和一
致性[5]. 据我们所知, AP-REE 算法的统计特性至
今没有研究. 本文基于文献 [14−15] 中的假设, 在
AR 输入信号模型的条件下, 分析了 AP-REE 算法
的收敛特性, 在自适应滤波器的迭代方向建立了权
值误差和权值 MSE 的递归迭代方程, 同时分析了
AP-REE 算法的稳态误差.

1 输入信号模型

假定输入序列 {xn} 是均值为 0 的广义平稳的
P 阶 AR 模型, 表示为

xn =
P∑

i=1

aixn−i + zn (1)

其中, {zn} 是均值为 0、方差为 σ2
z 的高斯白噪声序

列. 利用抽头延迟线可以把输入信号转换为输入向
量 xxxn = [xn xn−1 · · · xn−N+1]T, 定义为[14]

xxxn =
P∑

i=1

aixxxn−i + zzzn = Xnaaa + zzzn (2)

其中, 输入矩阵 Xn 定义为

Xn = [xxxn−1 xxxn−2 · · · xxxn−P ] (3)

向量 zzzn 定义为

zzzn = [zn zn−1 · · · zn−N+1]T (4)

基于最小二乘的方法, 可得向量 aaa 的估计值:

âaan =
(
XT

n Xn

)−1
XT

n xxxn (5)

其中, 矩阵 XT
n Xn 的阶次等于 P .

2 AP-REE算法

图 1 表示自适应滤波器在系统辨识应用中的模
型, 通过调整权值向量wwwn, 使得估计输出信号 d̂n 与
可能包含系统测量噪声 εn 的实际系统输出信号 dn

之间的 MSE 最小. 系统测量噪声 εn 是均值为 0、
方差为 σ2

ε 的稳定白噪声信号, 与输入序列 {xn} 相
互独立.

图 1 自适应系统辨识模型

Fig. 1 Adaptive system identification scenario

利用自适应滤波器实现 AP-REE 算法迭代权
值向量的结构如下[5]:

d̂n = wwwT
nxxxn (6)

ẽn = dn − d̂n (7)

en = ẽn −
P∑

i=1

ân,iẽn−i (8)

wwwn+1 = wwwn + µ
ϕϕϕn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

en (9)

其中, ẽn 表示估计的输出误差, en 表示回归估计误
差, 作为 AP-REE 算法的迭代误差. 参数 ân,i, 1 ≤
i ≤ P 是向量 âaan 中的一个元素, 迭代步长 µ 用来控
制算法以增强自适应能力. 输入信号的方向向量 ϕϕϕn

定义为

ϕϕϕn = xxxn −Xnâaan (10)

3 方向向量的统计特性

输入信号的方向向量 ϕϕϕn 是一个误差向量, 它利
用最近过去的输入向量和最小二乘方法估计当前的
输入向量. 因此可知 AP-REE 算法权值误差的特性
依赖于方向向量 ϕϕϕn 的统计特性, 即依赖于自相关矩
阵 Rϕϕϕ = E [ϕϕϕnϕϕϕ

T
n ]. 为了便于分析 AP-REE 算法收

敛性的统计模型, 给出了五个假设条件, 已用于文献
[14−15] 中分析 AP 算法和伪 AP 算法收敛性的统
计模型.

1) 由于式 (2) 和式 (10) 中包含输入矩阵 Xn,
因此需要假定 AP-REE 算法的阶次大于或者等于
AR 模型的阶次.

2) 当N À P 时, 向量 zzzn 和输入矩阵Xn 之间
的统计特性相互的独立.
定义 Sn = Xn(XT

n Xn)−1
XT

n 和 S⊥n = I − Sn,
其中 I 是一个单位阵. 因此, 向量 zzzn 可以分解为
zzzX

n = Snzzzn 和 zzz⊥n = S⊥n zzzn. 从式 (2) 和式 (5) 可得,
输入矩阵 Xn 仅仅依赖于 zzzX

n . 由于假定序列 {zn}
是均值等于 0 的高斯白噪声, 所以 zzzn 的能量均匀分
布在 N 个不同的方向上, 且假设矩阵 XT

n Xn 的阶
次等于 P . 因此, 当 N À P 时, 向量 zzzn 和输入矩
阵 Xn 之间的统计特性相互独立.
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3) 输入信号的方向向量 ϕϕϕn 和权值向量 wwwn 之
间的统计特性相互独立.
由式 (9) 可得权值向量 wwwn 不依赖于 ϕϕϕn, 但是

依赖于 ϕϕϕn−1. 这个假设与输入信号是白噪声、各个
时间点的输入相互独立的假设类似. 在 AP-REE 算
法中, 输入信号的方向向量 ϕϕϕn 用来估计白噪声向量
zzzn,其证明如下: 把式 (5)代入式 (10)中,基于式 (2)
可得 ϕϕϕn = (I − Sn)zzzn = zzz⊥n . 由于向量 zzz⊥n 是在 N
维的空间中把能量均匀分布在 N − P 个不同的方
向, 即在每一时刻各维的平均能量是 (N − P ) /N .
因此, 输入信号方向向量 ϕϕϕn 的自相关矩阵为

Rϕϕϕ = E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

]
= E

[
zzz⊥nzzz⊥T

n

]
=

σ2
ϕϕϕI =

N − P

N
σ2

zI (11)

4) 输入信号的方向向量 ϕϕϕn 是均值为 0 的高斯
随机向量.

从假设 3) 中可得输入信号的方向向量 ϕϕϕn 是
一个均值等于 0 的高斯随机向量, 其方差等于
σ2

z (N − P ) /N .
5) 假设存在着一个真实的 N 维权值向量 www0,

相应的权值误差可写为

w̃wwn = www0 −wwwn (12)

真实输出信号 dn 与输入向量具有线性的关系, 其表
达式如下:

dn = www0Txxxn + εn (13)

4 权值误差分析

在上面的假设条件下, 针对 AP-REE 算法收敛
性的分析将会比较容易. 为了分析式 (9) 的收敛特
性, 基于文献 [5], 把式 (7) 代入式 (8), 得:

en =

(
dn −

P∑
i=1

ân,idn−i

)
−

(
d̂n −

P∑
i=1

ân,id̂n−i

)

(14)
把式 (6) 和式 (13) 代入式 (14), 得:

en =

(
www0Txxxn −

P∑
i=1

ân,iwww
0Txxxn−i

)
−

(
wwwT

nxxxn −
P∑

i=1

ân,iwww
T
n−ixxxn−i

)
+

(
εn −

P∑
i=1

ân,iεn−i

)
(15)

在 P 个最近的迭代中, 估计的权值向量变化较
慢, 可以认为最近的估计权值向量大约相等 wwwn ≈

wwwn−i, 1 ≤ i ≤ P . 因此, 基于式 (15), 可得:

en = www0T

(
xxxn −

P∑
i=1

ân,ixxxn−i

)
−

wwwT
n

(
xxxn −

P∑
i=1

ân,ixxxn−i

)
+

(
εn −

P∑
i=1

ân,iεn−i

)
(16)

结合式 (10) 和式 (16), 可得:

en = www0Tϕϕϕn −wwwT
nϕϕϕn +

(
εn −

P∑
i=1

ân,iεn−i

)
(17)

在假设 5) 的条件下, 基于式 (12) 和式 (17), 可得:

en = w̃wwT
nϕϕϕn + ϑn (18)

其中

ϑn = εn −
P∑

i=1

ân,iεn−i (19)

在不考虑系统测量噪声的条件下,基于式 (9)和
文献 [3] 可知, AP-REE 算法和 AP 算法的迭代方
向都是输入信号的方向向量. 由式 (18) 可知, AP-
REE 算法的迭代误差 en 几乎是由输入信号的方向
向量 ϕϕϕn 引起, 其与自适应滤波器的迭代方向相同.
但是由文献 [3] 可得 AP 算法的迭代误差由输入向
量 xxxn 引起, 其与自适应滤波器的迭代方向不相同.
在迭代步长为 1 时, AP-REE 算法变为 AP 算法,
获得了最快的收敛速度. 因此, 与 AP 算法相比较,
AP-REE 算法可获得更好的收敛性能[5].
转置式 (18), 并把其结果代入式 (9), 可得:

wwwn+1 = wwwn + µ
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

w̃wwn + µ
ϕϕϕnϑn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

(20)

结合式 (12) 和式 (20), 可得自适应滤波器权值误差
的迭代方程:

w̃wwn+1 = w̃wwn − µ
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

w̃wwn − µ
ϕϕϕnϑn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

(21)

在式 (21) 两边取数学期望值, 可得:

E [w̃wwn+1] = E [w̃wwn]− µE
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

w̃wwn

]
− µE

[
ϕϕϕnϑn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]

(22)
由于系统测量噪声 εn 是均值为 0 的白噪声, 独

立于其他信号, 故式 (22) 最后一项变为 0. 因此, 在
假设 3) 输入信号的方向向量 ϕϕϕn 和权值向量 wwwn 的
统计特性相互独立的条件下, 式 (22) 可以写为

E [w̃wwn+1] = E [w̃wwn]− µE
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
E [w̃wwn] (23)
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由于式 (23) 的分子ϕϕϕnϕϕϕ
T
n 中一个元素的变化仅

仅影响分母 ϕϕϕT
nϕϕϕn 中 N 个独立项元素的一个或者

两个的变化. 当参数 N 值比较大时, 变量 ϕϕϕnϕϕϕ
T
n 中

的元素变化时, ϕϕϕT
nϕϕϕn 的值变化的不是很快, 所以文

献 [14]指出可以认为变量ϕϕϕnϕϕϕ
T
n 与ϕϕϕT

nϕϕϕn 相互独立.
因此, 可得:

E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
≈ E

[
1

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
E

[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

]
(24)

在假设 4) 的条件下, 输入信号的方向向量 ϕϕϕn

服从高斯分布. 因此, y = ϕϕϕT
nϕϕϕn 服从开方分布, 其

自由度满足 F = (N − P )[18].

fy (y) =
1

2F
2 σF

ϕϕϕ Γ
(

F
2

)y(F
2 )−1e

− y

2σ2
ϕϕϕ , y ≥ 0 (25)

基于式 (25), 求积分可得

E
[

1
ϕϕϕT

nϕϕϕn

]
=

1
σ2

ϕϕϕ (F − 2)
(26)

把式 (11) 和式 (26) 代入式 (24), 可得:

E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
=

1
F − 2

I (27)

把式 (27) 代入式 (23), 可得:

E [w̃wwn+1] =
(

1− µ

F − 2

)
E [w̃wwn] (28)

式 (28) 是 AP-REE 算法权值误差的递归迭代
方程. 当迭代步长为 1 时, AP-REE 算法权值误差
的递归迭代方程与文献 [14] 给出的 AP 算法权值误
差的递归迭代方程相同.

5 权值均方误差分析

基于式 (21), 在假设 3) 的条件下输入信号的方
向向量 ϕϕϕn 和权值向量wwwn 的统计特性相互独立, 因
此权值误差向量的协方差矩阵可写为

cov (w̃wwn+1) =cov (w̃wwn)− µcov (w̃wwn) E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
−

µE
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
cov (w̃wwn)+

µ2E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

w̃wwnw̃ww
T
n

ϕϕϕnϕϕϕ
T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
−

µE
[(

I − µ
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

)
w̃wwn

ϕϕϕT
nϑn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
−

µE
[

ϑnϕϕϕn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

w̃wwT
n

(
I − µ

ϕϕϕnϕϕϕ
T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

)]
+

µ2E
[
ϕϕϕnϑn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

ϑnϕϕϕ
T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
(29)

利用式 (27), 可得式 (29) 中的第 2 和 3 项分别
为

µcov (w̃wwn) E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
=

µ

F − 2
cov (w̃wwn) (30)

和

µE
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
cov (w̃wwn) =

µ

F − 2
cov (w̃wwn) (31)

基于文献 [14],在假设 4)的条件下,可得式 (29)
中的第 5 和 6 项等于 0, 第 4 项可以近似写为

µ2E
[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

w̃wwnw̃ww
T
n

ϕϕϕnϕϕϕ
T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
= µ2 1

N (F 2 + 2F )
×

{
F tr [cov (w̃wwn)] + PE

[
w̃wwT

n

]
E [w̃wwn]

}
I (32)

在假设 2) 的条件下, 式 (29) 中的第 7 项可以写为

µ2E
[
ϕϕϕnϑn

ϕϕϕT
nϕϕϕn

ϑnϕϕϕ
T
n

ϕϕϕT
nϕϕϕn

]
=

µ2
{

1 + aaaTaaa + σ2
ztr

[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

×
σ2

ε

σ2
ϕϕϕ (F − 2) (F − 4)

I (33)

把这些结果代入式 (29), 可得递归方程:

cov (w̃wwn+1) = cov (w̃wwn)−
2µ

F − 2
cov (w̃wwn) + µ2 1

N (F 2 + 2F )
×

{
F tr [cov (w̃wwn)] + PE

[
w̃wwT

n

]
E [w̃wwn]

}
I+

µ2
{

1 + aaaTaaa + σ2
ztr

[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

×
σ2

εεε

σ2
ϕϕϕ (F − 2) (F − 4)

I (34)

对式 (34) 两边求迹, 可得:

tr [cov (w̃wwn+1)] =
(

1− 2µ

F − 2
+ µ2 1

F + 2

)
×

tr [cov (w̃wwn)] + µ2 P

F 2 + 2F
E

[
w̃wwT

n

]
E [w̃wwn] +

µ2
{

1 + aaaTaaa + σ2
ztr

[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

×
Nσ2

ε

σ2
ϕϕϕ (F − 2) (F − 4)

(35)

基于式 (18), AP-REE 算法在迭代方向 MSE
的数学期望值可写为

ξn = E
[(

w̃wwT
nϕϕϕn + ϑn

) (
w̃wwT

nϕϕϕn + ϑn

)T
]

=

E
[
w̃wwT

nϕϕϕnϕϕϕ
T
nw̃wwn

]
+ E

[
ϑ2

n

]
+ 2E

[
ϕϕϕT

nw̃wwnϑn

]
(36)
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在假设 1) 的条件下, 自适应滤波器迭代较少的
次数后, âaan 将趋向于 aaa, 所以可以认为 ϑn 与 xxxn 相
互独立. 由于输入信号的方向向量 ϕϕϕn 也假定独立
于 w̃wwn, 所以输入信号的方向向量 ϕϕϕn 独立于 w̃wwnϑn,
并且输入信号的方向向量 ϕϕϕn 均值等于 0. 因此, 式
(36) 中的最后一项近似等于[14]

E
[
ϕϕϕT

nw̃wwnϑn

] ≈ E
[
ϕϕϕT

n

]
E [w̃wwnϑn] = 0 (37)

在假设 2) 的条件下, 式 (36) 中的第 2 项等于[14]

E
(
ϑ2

n

)
=

{
1 + aaaTaaa + σ2

ztr
[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

σ2
ε

(38)
在假设 3) 的条件下, 经过简化, 式 (36) 可以重新写
为

ξn = tr
[
cov (w̃wwn) E

[
ϕϕϕnϕϕϕ

T
n

]]
+

{
1 + aaaTaaa + σ2

ztr
[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

σ2
ε =

σ2
ϕϕϕtr [cov (w̃wwn)]+

{
1 + aaaTaaa + σ2

ztr
[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

σ2
ε =

N − P

N
σ2

ztr [cov (w̃wwn)]+

{
1 + aaaTaaa + σ2

ztr
[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

σ2
ε

(39)

把式 (28) 和 (35) 回归地代入式 (39) 中, 获得
了 AP-REE 算法在迭代方向MSE 的统计模型. 在
迭代步长等于 1时, AP-REE算法在迭代方向MSE
的统计模型与文献 [14] 中给出的 AP 算法MSE 的
统计模型相同. 同时在迭代步长等于 1、不考虑系统
测量噪声的条件下, AP 算法获得了最快的收敛速
度.

6 稳定状态分析

假设 AP-REE 算法收敛, 当 n → ∞ 时, 权值
误差的数学期望值 E [w̃wwn] = 0 和 tr [cov (w̃ww∞)] =
tr [cov (w̃wwn+1)] = tr [cov (w̃wwn)]. 因此, 当 n → ∞
时, 由式 (35) 可得:

tr [cov (w̃ww∞)] =
{

1 + aaaTaaa + σ2
ztr

[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

×

Nσ2
ε

σ2
ϕϕϕ (F − 4)

(
2
µ
− F−2

F+2

) (40)

把式 (40) 代入式 (39), AP-REE 算法迭代方向

MSE 的稳态值可写为

ξ∞ =
{

1 + aaaTaaa + σ2
ztr

[
E

[(
XT

n Xn

)−1
]]}

×

1 +

N

(F − 4)
(

2
µ
− F−2

F+2

)

σ2

ε (41)

当 NÀP 时, σ2
ztr

[
E

[
(XT

n Xn)−1
]]
约等于

(P/N) (σ2
z/σ2

x). 因此, 相比较于数值 1, 式 (35)、
式 (39) 和式 (41) 中包含的 σ2

ztr
[
E

[
(XT

n Xn)−1
]]

可以忽略不计[14].
基于式 (39) 和式 (41), 可得 AP-REE 算法在

迭代方向上的失调量

M =
ξ∞ − E [ϑ2

n]
E [ϑ2

n]
=

N

(F − 4)
(

2
µ
− F−2

F+2

) (42)

表达式 (28)、式 (35)、式 (39) 和式 (41) 组成了
AP-REE算法收敛性的统计模型. 由式 (42)可以看
出,当迭代步长µ降低或者参数F 增加时, AP-REE
算法的失调量降低.

基于式 (35) 和式 (42), 结合 AP-REE 算法权
值误差和权值MSE 在迭代方向收敛的条件, 可得参
数迭代步长的范围 0 < µ < 2F+2

F−2
. 因此, 0 < µ < 2

是 AP-REE 算法稳定的充分条件. 由式 (35) 可得,
在迭代步长 µopt = F+2

F−2
时, AP-REE 算法获得了最

快的收敛速度. 当迭代步长从 0 到 F+2
F−2

递增时, 促
进了 AP-REE 算法的收敛性, 但是同时也增加了其
失调量. 当迭代步长从 F+2

F−2
到 2F+2

F−2
递增时, 不但

降低了 AP-REE 算法的收敛性, 同时也增加了其失
调量. 当参数 F 足够大时, 迭代步长 µopt = F+2

F−2
变

为 1. 因此, 对于 AP-REE 算法, 仅仅需要在区间
µ ∈ (0, 1] 选择迭代步长.

7 仿真示例比较

本节将比较 AP-REE 算法迭代方向仿真的
MSE 学习曲线与由式 (39) 和式 (41) 给出的统
计模型. 假定自适应滤波器的初始估计权值向量
www0 = 0, 信噪比设置为 60 dB, AP-REE 算法仿真
结果的 MSE 学习曲线是通过对 100 个相互独立的
学习曲线求平均而得. 假设自适应滤波器的真实权
值向量www0 具有最大熵, 也就是说在各个方向具有相
同大小的值. 在本文中假定各个方向的幅值等于 1,
因此可得:

www0 = 111 (43)

其中, 1是一个所有元素等于 1 的 32 维向量.



3期 智永锋等: 一种基于回归估计误差仿射投影算法的统计特性分析 249

例1. 输入信号是 xn = −0.95xn−1 + zn 的
AR(1) 模型, 其中 zn 为均值等于 0 的高斯白噪声.
选择参数 N = 32 和 P = 1. 在参数迭代步长 µ
等于 0.5 和 1 的条件下, 图 2 和图 3 分别给出了
AP-REE 算法的仿真与由式 (39) 和式 (41) 给出的
统计模型的MSE 学习曲线. 从图中可以看出所建立
的 AP-REE 算法的统计模型与仿真的学习曲线拟
合的比较好.

图 2 在迭代步长 µ = 0.5, 输入信号是 AR(1) 模型的条件
下, AP-REE 算法的学习曲线 ((a) 算法仿真; (b) 式 (39) 估

计的MSE; (c) 式 (41) 估计的稳态MSE)

Fig. 2 Learning curves of AP-REE algorithm for AR (1)

input when µ = 0.5 ((a) AP-REE simulations; (b) MSE

predicted by (39); (c) Steady-state MSE predicted by

(41))

图 3 在迭代步长 µ = 1, 输入信号是 AR (1) 模型的条件下,
AP-REE 算法的学习曲线 ((a) 算法仿真; (b) 式 (39) 估计

的MSE; (c) 式 (41) 估计的稳态MSE)

Fig. 3 Learning curves of AP-REE algorithm for AR (1)

input when µ = 1 ((a) AP-REE simulations; (b) MSE

predicted by (39); (c) Steady-state MSE predicted by

(41))

例2. 考虑输入信号为 AR(2) 模型, 表达式为
xn = 0.95xn−1 − 0.35xn−2 + zn 的输入信号, zn 为
均值等于 0 的高斯白噪声, 设置参数 N = 32 和
P = 2. 图 4 和图 5 分别在迭代步长 µ 等于 0.5
和 1 时, 给出了 AP-REE 算法仿真和建立的统计
模型的MSE 学习曲线, 从图中可以看出, 所建立的
AP-REE 算法的统计模型与仿真学习曲线的结果一
致, 特别是在稳定状态.

图 4 在迭代步长 µ = 0.5, 输入信号是 AR(2) 模型的条件
下, AP-REE 算法的学习曲线 ((a) 算法仿真; (b) 式 (39) 估

计的MSE; (c) 式 (41) 估计的稳态MSE)

Fig. 4 Learning curves of AP-REE algorithm for AR (2)

input when µ = 0.5 ((a) AP-REE simulations; (b) MSE

predicted by (39); (c) Steady-state MSE predicted by

(41))

图 5 在迭代步长 µ = 1, 输入信号是 AR(2) 模型的条件下,
AP-REE 算法的学习曲线 ((a) 算法仿真; (b) 式 (39) 估计

的MSE; (c) 式 (41) 估计的稳态MSE)

Fig. 5 Learning curves of AP-REE algorithm for AR (2)

input when µ = 1 ((a) AP-REE simulations; (b) MSE

predicted by (39); (c) Steady-state MSE predicted by

(41))

8 结论

在不考虑系统测量噪声的条件下, AP-REE 算
法和 AP 算法的迭代方向都是输入信号的方向向量
ϕϕϕn, 但是 AP-REE 算法的迭代误差几乎是由方向向
量ϕϕϕn 引起的, AP算法的迭代误差是由输入向量xxxn

引起的,二者方向不同.在本文中,基于文献 [14−15]
给出的五种假设和输入信号模型, 分析了 AP-REE
算法的统计特性, 在自适应滤波器的迭代方向建立
了权重误差和权值MSE 的递归迭代表达式, 同时分
析了 AP-REE 算法的稳态误差. 仿真结果表明, 建
立的 AP-REE 算法的统计模型与仿真结果的MSE
学习曲线是一致的.
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