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基于随机梯度的变动量因子

自适应白化算法

欧世峰 1 高 颖 1 赵晓晖 2

摘 要 针对自适应白化技术中算法的收敛速度问题, 通过融入具有变

动量因子特性的动量项, 提出了一种快速的自适应白化算法. 该算法利

用动量项来加速系统的收敛速度, 并基于随机梯度方法对动量因子进行

自适应更新, 有效提升了白化系统的整体性能. 仿真实验表明本文算法在

平稳和非平稳环境下具有良好的性能.
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Stochastic Gradient Based Variable
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Abstract In view of the convergence speed in adaptive whiten-

ing technique, by adding a momentum term with a variable mo-

mentum factor, a fast adaptive whitening algorithm is proposed.

First, the presented algorithm incorporates a momentum term

into the adaptive whitening algorithm to accelerate the conver-

gence speed. Then, a variable momentum factor to improve the

allover performance of the whitening system is obtained based

on the stochastic gradient of the cost function. Experimental

results demonstrate the good performance of the proposed fast

algorithm both in stationary and non-stationary conditions.
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盲源分离是指在对源信号和传输通道都没有任何先验知

识的情况下, 根据信号的统计特性, 仅利用观测信号来恢复

源信号的过程. 由于对信号源与传输信道的要求很少甚至不

做要求, 盲源分离在无线通信、生物医学工程、语音信号及数

字图像处理等方面都有着重要的应用[1]. 白化或盲去相关技

术是盲源分离必要的预处理步骤, 通过白化可以简化盲分离

算法的分离过程, 并能够辨识混合矩阵以及直接实现有色信

号或非平稳信号的盲分离[1−3], 因此, 对于白化算法的研究

近年来逐渐得到学者们的广泛关注[4−6].

现有的白化算法可分为批处理算法和自适应算法[1], 由

于自适应白化算法复杂度较低, 且可以实现混合信号的在线
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处理, 故得到了广泛的研究及应用[7]. 但同大多自适应算法

一样, 自适应白化算法也存在收敛速度与稳态性能间的矛盾

问题, 其往往不能同时兼顾系统对于时变环境跟踪能力、算

法收敛速度和稳态误差的要求. 缓解此问题的常规途径是采

用自适应变步长技术, 即通过对步长参数进行在线调整来获

取两者间的有效平衡[8−11]. 但变步长算法往往会引入较多的

调节参数, 且部分算法易陷入局部极小点, 不能实现对于突

变环境的快速跟踪[12]. 与常规方法不同, 本文从另一个新角

度出发, 给出了缓解自适应白化算法系统收敛速度和稳态误

差矛盾的可行方案. 首先, 算法通过融入动量项来加速系统

的收敛过程, 提高训练速度和避免算法陷入局部极小; 然后,

针对固定数值动量因子算法存在的问题, 基于随机梯度方法

对动量因子进行在线更新, 以获取更快的收敛速度与较小的

稳态误差. 文中推导了动量因子的自适应更新规则, 并利用

仿真实验验证了提出算法在平稳和非平稳环境下的优良性

能.

1 自适应白化

假设有 n 个相互独立的信源, 通过未知的瞬时混合系统

之后, 得到 m 个观测信号, 在不考虑外界噪声的情况下, 观

测信号与源信号的关系可表示为

x(k) = As(k) (1)

其中, 向量 x(k) = [x1(k), x2(k), · · · , xm(k)]T 为观测信号,

s(k) = [s1(k), s2(k), · · · , sn(k)]T 为源信号, A ∈ Rm×n 表

示混合矩阵, 要求其列满秩, 一般假设m = n, 即源信号与观

测信号的个数相同.

所谓白化就是设法求得一满秩矩阵W , 使得通过它可以

从观测信号 x(k) 中获得白化信号 y(k):

y(k) = Wx(k) (2)

这里, W ∈ Rn×m 表示白化矩阵, 输出的白化向量 y(k) 满

足以下特性:

E
{

y(k)yT(k)
}

= WE
{

x(t)x(t)T
}

WT = I (3)

其中, I 表示单位矩阵. 令 Rxx 为混合信号 x(k) 的自相关

矩阵, 并对其进行特征值分解, 有:

Rxx = E
{

x(k)xT(k)
}

= VxHxVx
T (4)

其中, Vx 和 Hx 分别表示 Rxx 的特征向量矩阵和特征值矩

阵, 则批处理白化算法对于W 的求解结果为[1]

W = Hx
− 1

2 Vx
T (5)

批处理算法鲁棒性较好, 但无法满足系统对于信号实时

处理的要求, 故对观测信号进行白化时, 目前多采用文献 [1]

中具有自适应形式的白化算法, 其结构如图 1 所示, 该算法

计算简单且白化及跟踪性能出色, 其对白化矩阵W (k) 的估

计可通过最小化式 (6) 的代价函数获得[1].
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图 1 自适应白化算法结构图

Fig. 1 Basic scheme of adaptive whitening algorithm

J(k) = −1

2

{
log

[
det

(
WT(k)W (k)

)]
−

n∑
i=1

E
(
y2

i (k)
)
}

(6)

其中, det(Z) 表示对矩阵 Z 的行列式运算. 关于 W (k) 对

J(k) 的瞬时估计求导, 有:

∂J(k)

∂W (k)
= −

[
I − y(k)yT(k)

]
W (k) (7)

基于式 (7) 可得自适应算法中白化矩阵W (k) 的更新公式为

W (k + 1) = W (k)− µ
∂J(k)

∂W (k)
=

W (k) + µ
[
I − y(k)yT(k)

]
W (k) (8)

其中, µ 为步长参数, 为保证算法收敛, 其取值应满足 0 <

µ < 2√
λx−max(1+

√
λy−max)

, 这里的 λx−max 和 λy−max 分别

表示矩阵 Rxx 与 Ryy = E
{
y(k)yT(k)

}
最大的特征值.

为衡量算法的白化效果, 一般采用白化性能因子 (Per-

formance factor, PF) 作为评价标准[8], 其计算如下:

PF [G(k)] =
∥∥∥I −G(k)GT(k)

∥∥∥
2

F
(9)

其中, G(k) = W (k)A 表示整个系统的传递矩阵. PF 值的大

小反映了系统输出信号的白化效果, 其值较大时, 表示系统

输出信号的相关性较大, 白化程度较差, 而 PF 越小, 则说明

系统对于混合信号的白化效果越好.

2 融入动量项的自适应白化算法

同多数自适应处理算法一样, 前一节给出的自适应白化

算法在信号处理过程中也无法兼顾收敛速度与稳态性能的要

求. 为缓解该类问题, 人们在神经网络领域中通过结合动量

项技术来改善误差反向传播 (Back propagation, BP) 算法

的收敛性能[13], 由于该技术具有计算量小, 能有效加速系统

收敛速度和避免算法陷入局部极小点等优势, 其在稀疏信号

处理、模糊控制等领域也得到了广泛应用[14−15]. 因此, 本文

考虑在W (k) 的更新过程中融入动量项, 以进一步加快算法

的收敛速度, 具体操作如下式:

W (k + 1) = W (k)− µ
∂J(k)

∂W (k)
+ β [W (k)−W (k − 1)] =

W (k) + µ
[
I − y(k)yT(k)

]
W (k)+

β [W (k)−W (k − 1)] (10)

其中, β [W (k)−W (k − 1)] 表示动量项, β 为动量因子. 从

式 (10) 中可以看出, 此算法利用了相邻时刻间白化矩阵的相

关性, 在对 W (k) 的更新过程中引入一个动量项, 其结果是

提高了算法的收敛速度和稳定性. 因为如果前一时刻的白化

矩阵变化量较大, 也就是 [W (k)−W (k − 1)] 的数值较大时,

则 W (k + 1) 的修正量相应增加, 这样在白化矩阵的迭代过

程中部分地加入这一修正量, 则能够起到提高跟踪速度、改

善算法性能的目的.

通过式 (10), 可知算法在每次迭代中的更新量为

∆W (k) = W (k + 1)−W (k) =

µ

k∑
i=1

βk−i
[
I − y(i)yT(i)

]
W (i)+βk [W (1)−W (0)]

(11)

因此, 为保证算法的收敛性, β 的取值范围应为

β ∈ [0, 1) (12)

图 2 给出的是一次白化实验中, 当动量因子 β 取不同

数值时, 融入动量项后自适应白化算法的收敛曲线图. 其中

β = 0 时, 表示算法没有加入动量项, 即回归至式 (8) 原始算

法. 从图 2 结果不难看出, 融入动量项后, 算法的收敛速度能

够获得有效的提升, 而且动量因子的数值越大, 系统的收敛

及跟踪速度就越快. 但算法在获得较快收敛速度的同时, 将

会不同程度地引入一定的稳态误差, 并且随着动量因子数值

的增加, 算法的稳态性能就会越差.

图 2 动量因子不同时算法的收敛曲线图

Fig. 2 Convergence curves with different momentum factors

3 变动量因子算法

为了消除前一节定动量因子算法的不足, 本节考虑通过

设定合理的自适应规则对动量因子进行在线更新, 使其在白

化初期自适应地选择较大的数值来获取较快的收敛速度; 而

在后期阶段, 则相应地选取数值较小的动量因子以获得较好

的稳态效果, 从而有效避免固定数值动量因子的缺点, 确保

算法在具有较快收敛速度的同时, 又保证输出信号的白化质

量.

令动量因子数值可变, 则式 (10) 算法可写为

W (k + 1) = W (k) + µ
[
I − y(k)yT(k)

]
W (k)+

β(k) [W (k)−W (k − 1)] (13)

对于式 (13) 中动量因子提出采用下式的随机梯度方法进行

自适应更新, 即沿代价函数最速下降的方向对其数值进行在
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线调整:

β(k) = β(k − 1)− ρ∇βJ(k)
∣∣
β=β(k−1) (14)

其中, ρ 为很小的常数, J(k) 为式 (6) 中代价函数的瞬时估

计. 定义两个矩阵的内积操作如下[10, 16]:

〈C, D〉 = tr(CTD) (15)

其中, tr (·) 为矩阵的求迹运算, 〈·〉 表示内积过程. 根据式

(15), 式 (14) 中的随机梯度 ∇βJ(k)
∣∣
β=β(k−1) 可以表示为

∇βJ(k)
∣∣
β=β(k−1) =

〈
∂J(k)

∂W (k)
,

∂W (k)

∂β(k − 1)

〉
=

tr

[(
∂J(k)

∂W (k)

)T

× ∂W (k)

∂β(k − 1)

]
(16)

由式 (7) 知:

∂J(k)

∂W (k)
= −

[
I − y(k)yT(k)

]
W (k) (17)

根据式 (13), 有:

W (k) = W (k − 1) + µ
[
I − y(k − 1)yT(k − 1)

]
W (k − 1)+

β(k − 1) [W (k − 1)−W (k − 2)] (18)

则

∂W (k)

∂β(k − 1)
= [W (k − 1)−W (k − 2)] (19)

将式 (17) 和式 (19) 代入式 (16), 可得:

∇βJ(k)
∣∣
β=β(k−1) =

− tr
{

QT(k)× [W (k − 1)−W (k − 2)]
}

(20)

其中

Q(k) =
[
I − y(k)yT(k)

]
W (k) (21)

将式 (20) 代入式 (14), 最终可得动量因子的自适应更新规

则:

β(k) = β(k − 1)+

ρtr
{

QT(k)× [W (k − 1)−W (k − 2)]
}

(22)

综合式 (17)、式 (19) 和式 (22) 可以看出, 当白化矩阵

W (k)的梯度负方向与 [W (k − 1)−W (k − 2)]相一致时, 说

明系统处于收敛阶段, 算法通过式 (22) 可以自适应地提高

动量因子的数值以加速收敛速度; 而当W (k) 的梯度负方向

与 [W (k − 1)−W (k − 2)] 不一致或出现更迭时, 表示白化

系统正进入平稳阶段, 算法则相应地减小 β(k) 以获取更好的

稳态效果, 从而在整体上有效地缓解了算法收敛速度与稳态

性能的矛盾问题. 式 (14) 中解的收敛性及 β(k) 的收敛速度

可见附录.

结合式 (13)、式 (21)和式 (22)可得本文算法的结构如图

3 所示, 其中∆W (k−1) = W (k)−W (k−1), ∆W (k−2) =

W (k − 1)−W (k − 2).

图 3 本文算法结构图

Fig. 3 Illustration of the proposed algorithm

4 仿真实验与结果分析

下面通过仿真实验来验证本文快速算法的整体性能. 为

方便起见, 将式 (8) 算法和本文提出的式 (10) 算法及变动

量因子算法分别简称为 AW (Adaptive whitening), MAW

(Momentum term based adaptive whitening) 和 VMFAW

(Variable momentum factor adaptive whitening).

仿真中所采用的 3 个源信号依次为: s1(k) =

sin(2π200k), s2(k) = 区间 [−0.5, 0.5] 内均匀分布的噪声,

s3(k) = sgn(sin(2π100k)). 混合矩阵 A 通过 Matlab 中函

数 randn(3) 随机生成. 所有算法的步长大小均设置为 0.001,

两个动量因子数值不同的MAW 算法, 其 β 值分别设为 0.8

和 0.2, VMFAW 算法中动量因子初值设为 β(0) = 0.5, 参数

ρ = 0.4. 在平稳环境即混合矩阵 A 的数值始终未发生变化

的情况下, 同时运行 4 个算法, 100 次蒙特卡洛实验后所得算

法的白化性能因子及 VMFAW 算法的动量因子变化曲线如

图 4 和图 5 所示. 从图 4 中能够看出, 当动量因子选取较大

数值时 (β = 0.8), MAW 算法的收敛速度较快, 其白化性能

因子 PF 经 600 点左右迭代即可达到 10−1.5. 但在稳态阶段,

其 PF 数值一直都维持在 10−1.5 附近, 说明该动量因子条件

下算法对于混合信号的白化效果不够理想, 系统的稳态性能

较差; 当动量因子设置为较小数值时 (β = 0.2), MAW 算法

在平稳阶段拥有较好的稳态性能, 白化结果比较彻底, 但是

收敛速度较慢, 其白化性能因子 PF 达到 10−1.5 时, 需经过

近 2 000 点左右的迭代, 从而影响系统的收敛速度和快速跟

踪能力. 而本文提出的 VMFAW 算法则很好地避免了它们

的缺点,其在初始阶段具有更快的收敛速度,而在稳态阶段拥

有较好的稳态性能, 有效地消除了常规适应白化算法中收敛

速度和信号白化质量间的矛盾关系. 从图 5 给出的 VMFAW

算法动量因子的自适应变化曲线中不难看出, 通过随机梯度

设计的动量因子更新规则, 可以准确快速地反映算法输出信

号的白化状态, 自适应地调整动量因子数值的大小来获取更

加优良的系统输出效果.

图 6 和图 7 给出的是在非平稳环境下各算法的收敛曲线

及 VMFAW 算法动量因子的变化曲线图, 所有算法所用参数

同平稳环境下的设置相同. 这里的非平稳环境即指混合系统

在算法运行过程中会发生变化的情况, 一般多利用 A 为缓慢

变化或在某一时刻点发生突变来对此环境加以模拟. 本文仿

真中选择外界环境变化最为恶劣的情况 (A 在某时刻点发生

突变)来验证算法的性能.从两图结果能够看出,在此环境下,

算法皆可以有效地跟踪外界环境的变化, 稳定实现混合信号

的自适应白化, 但相对于 AW 算法和MAW 算法, VMFAW

算法拥有最快的收敛速度, 且其动量因子能够及时地调整自
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身数值的大小以适应外界环境的变化情况.

图 4 算法收敛曲线图 (平稳环境)
Fig. 4 Comparison of the convergence curves

(stationary environment)

图 5 动量因子收敛曲线图 (平稳环境)
Fig. 5 Convergence curve of the momentum factor

(stationary environment)

图 6 算法收敛曲线图 (非平稳环境)
Fig. 6 Comparison of the convergence curves

(non-stationary environment)

除了算法的性能需要考虑外, 在面向实际应用时, 算法

的计算复杂度也是一个重要的技术指标. 本文以算法进行一

次迭代所需的乘法次数来衡量 3 种算法的复杂度, 其对比结

果如表 1 所示. 从表 1 中不难看出, VMFAW 算法所需乘法

次数为 AW 算法的 2 倍, 计算复杂度较高. 另外, 平稳环境

下的仿真结果 (100 次蒙特卡洛实验) 也显示 3 种算法所消

耗的 CPU时间分别为 11.8045秒、13.5190秒和 24.4917秒.

综合此两方面可以看出, VMFAW 算法所获取的优良性能是

以增加计算量作为代价的.

图 7 动量因子收敛曲线图 (非平稳环境)

Fig. 7 Convergence curve of the momentum factor

(non-stationary environment)

表 1 三种算法的计算复杂度

Table 1 Computational complexities of the three algorithms

算法 AW MAW VMFAW

乘法次数 N3 + 2N2 N3 + 3N2 2N3 + 4N2

5 结论

为进一步提高自适应白化算法的收敛速度, 本文提出了

一种快速的自适应白化算法, 该算法通过融入动量项, 利用

随机梯度方法来自适应地调整动量因子, 从而以新的角度给

出了加速系统收敛速度的可行方案. 但从文中的理论推导和

仿真结果也能够看出, VMFAW 算法虽有效地提升了系统

的收敛速度, 但其在稳态过程的性能仍受到固定步长参数的

限定, 即当 3 种算法的步长参数设置相同时, 无论动量因子

β(k) 如何变化, VMFAW 算法最终的稳态误差仍不会优于

AW 算法. 因此, 后续的研究工作将考虑把本文算法与变步

长技术相结合, 综合两者的优势以获取更加优良的白化效果,

同时将此变动量项思想引入自适应盲源分离算法中, 从而有

可能成为自适应变步长理论的有益补充.

附录

在式 (10) 中引入动量项后, 白化系统的代价函数为 (为便于数学表
示, 考虑连续时刻情况)

J ′(t) =
1

2
m

dWT

dt

dW

dt
+ J(t) (A1)

此处 m 与动量因子 β 的关系为 β = m

m+µ∆t
, J(t) 为式 (14) 中代价

函数 J(k) 的连续形式, 式 (A1) 为单调下降的 Lyapunov 函数[17]. 由
于在平稳状态下 J ′(t) 与 J(t) 中W 的各个元素均不会发生变化, 即在
W 收敛的末段, 两个代价函数可以认为是相当的[17], 故式 (14) 中可直
接利用 J(t) 代替 J ′(t) 对 β 进行求导, 此时有:

dβ

dt
=

β(t)− β(t−∆t)

∆t
= −ρ∇βJ ′(t) = −ρ∇βJ(t) (A2)

在极值点 β0 附近对 ∇βJ(t) 利用泰勒级数展开, 上式可近似为

β(t)− β(t−∆t)

∆t
≈ −ρh[β(t−∆t)− β0] (A3)

其中, h = d2J(t)
dβ2

∣∣
β0 为一正实数

[17]. 不失一般性, 设 β0 = 0, 稍作整



1374 自 动 化 学 报 38卷

理后可得上式的离散形式为

β(k) = (1− ρh) β(k − 1) (A4)

假设 β(k) 的初始值为 β(0), 易得上式的解为

β(k) = (1− ρh)kβ(0) (A5)

为保证收敛性, 式 (A5) 中几何级数的公比须满足 |1− ρh| < 1, 即 ρ
的取值范围应为

0 < ρ <
2

h
(A6)

通过式 (A5) 可知, β(k) 的收敛速度取决于 ρ 的大小; 在满足式 (A6)

的条件下, ρ 的数值越大, 则 β(k) 的收敛速度越快.
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