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基于极大似然准则和最大期望算法的自适应UKF算法

王 璐 1, 2 李光春 1 乔相伟 1, 3 王兆龙 1 马 涛 1

摘 要 针对噪声先验统计特性未知情况下的非线性系统状态估计问题, 提出了基于极大似然准则和最大期望算法的自适应

无迹卡尔曼滤波 (Unscented Kalman filter, UKF) 算法. 利用极大似然准则构造含有噪声统计特性的对数似然函数, 通过最

大期望算法将噪声估计问题转化为对数似然函数数学期望极大化问题, 最终得到带次优递推噪声统计估计器的自适应 UKF

算法. 仿真分析表明, 与传统 UKF 算法相比, 提出的自适应 UKF 算法有效克服了传统 UKF 算法在系统噪声统计特性未知

情况下滤波精度下降的问题, 并实现了系统噪声统计特性的在线估计.
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An Adaptive UKF Algorithm Based on Maximum Likelihood Principle and

Expectation Maximization Algorithm
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Abstract In order to solve the state estimation problem of nonlinear systems without knowing prior noise statistical

characteristics, an adaptive unscented Kalman filter (UKF) based on the maximum likelihood principle and expectation

maximization algorithm is proposed in this paper. In our algorithm, the maximum likelihood principle is used to find a log

likelihood function with noise statistical characteristics. Then, the problem of noise estimation turns out to be maximizing

the mean of the log likelihood function, which can be achieved by using the expectation maximization algorithm. Finally,

the adaptive UKF algorithm with a suboptimal and recurred noise statistical estimator can be obtained. The simulation

analysis shows that the proposed adaptive UKF algorithm can overcome the problem of filtering accuracy declination of

traditional UKF used in nonlinear filtering without knowing prior noise statistical characteristics and that the algorithm

can estimate the noise statistical parameters online.
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非线性系统滤波问题广泛存在于实际应用中.
非线性滤波的关键是计算随机向量沿非线性函数传

递的后验概率分布, 为此, 各国学者提出了大量解
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决方法[1−3]. 扩展卡尔曼滤波 (Extended Kalman
filter, EKF) 是一种常用的非线性高斯滤波方法, 通
过对系统进行一阶线性化截断, 将非线性系统近似
为线性系统, 进而利用传统卡尔曼滤波算法进行滤
波. 然而, EKF 算法存在线性化精度较低和需要计
算复杂的雅可比矩阵等问题, 且无法应用于不存在
雅可比矩阵的非线性系统, 这些都限制了 EKF 算
法的应用[1]. 粒子滤波 (Particle filter, PF) 是一种
基于贝叶斯估计的贯序重要性采样算法, 该方法适
用于非线性非高斯系统的状态估计, 尤其对强非线
性系统的滤波问题有独特的优势. 但是, 由于 PF
需要大量粒子样本近似概率密度函数, 粒子数会
随着系统状态量维数的增加而增长, 使用 PF 解决
高阶系统滤波问题时, 大量的粒子导致重采样
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过程过于复杂, 使粒子滤波很难应用于实际
系统[2]. Julier 等提出了基于 Unscented 变
换的无迹卡尔曼滤波 (Unscented Kalman fil-
ter, UKF) 算法, Unscented 变换能够以至少
二阶泰勒精度逼近非线性系统状态的后验分

布, 且无需计算复杂的雅可比矩阵, 其精度
高于 EKF 算法且计算量又明显小于 PF 算

法[3].

困扰 UKF 算法广泛应用于实际系统的一个主
要问题是噪声统计特性未知时, UKF 滤波精度下
降甚至发散, 这是因为 UKF 算法以最小方差估计
原理为理论基础, 其前提是必须精确已知系统噪声
的先验统计特性[4−6]. 为了解决噪声统计特性未知
情况下的滤波问题, 各国学者提出了各种自适应滤
波算法. 这些自适应滤波算法主要分为两大类: 1)
滤波器在线调整算法; 2) 噪声统计特性在线估计算
法. 第一类算法主要有强跟踪滤波[7]、渐消因子滤

波[8] 等, 其主要手段是通过引入相应因子来抑制滤
波器发散, 使得滤波器稳定, 然而此类方法很难提
高滤波精度. 第二类算法主要包括: 贝叶斯法[9−11]、

极大似然估计法[12−18]、相关法[19−20] 和协方差匹

配法[21−22]. 其中, 贝叶斯法由于涉及到多重积分
运算, 计算量大且未必能得到最优封闭解, 多只限
于理论研究; 协方差匹配法则因为存在稳态估计误
差而限制了滤波精度的进一步提升; 相关法目前也
只应用于线性系统中; 极大似然法由于能够较为直
观地构造含有参数估计值的概率密度函数, 且计算
量适中而得到较为广泛的研究. 文献 [12] 利用极大
后验 (Maximum a posterior, MAP) 准则, 得到了
带噪声统计估计器的自适应卡尔曼滤波算法. 文
献 [13] 和文献 [14 − 16] 分别将基于 MAP 准则的
噪声统计估计器推广到 EKF 和 UKF 算法中, 使
传统非线性滤波方法适用于含有未知噪声统计特

性的非线性系统. 文献 [17] 利用极大似然法对系统
噪声均值、方差、自回归系数等参数进行估计. 然
而, 在通常情况下, 直接通过极大化由极大似然准
则或极大后验准则构造的概率密度函数得到系统

未知参数的点估计是十分困难和繁琐的, 最大期望
(Expectation maximum, EM) 算法是在概率模型
中寻找参数极大似然或极大后验估计的算法[23]. 通
过使用 EM 算法, 可以使噪声二阶矩的计算更加简
便, 推导过程更加直观, 从而简化噪声参数的估计
过程. 针对以上分析, 本文在非扩维 UKF 算法基
础上, 利用极大似然准则, 构造含有噪声统计参数
的对数似然函数, 并通过最大期望算法, 将噪声估
计问题转化为对数似然函数数学期望极大化问题,
最终得到带次优递推噪声估计器的自适应 UKF 算

法.

1 噪声均值非零时的UKF算法

考虑如下含有加性高斯噪声的离散非线性系统:
{

xxxk = f(xxxk−1) + wwwk−1

zzzk = h(xxxk) + vvvk

(1)

其中, k ≥ 0 为离散时间变量, xxx ∈ Rn 为状态向量,
zzz ∈ Rm 为输出向量. 非线性函数 f ∈ Rn → Rn,
h ∈ Rn → Rm. 过程噪声 wwwk−1 和量测噪声 vvvk 分

别为 n 维和m 维的高斯白噪声, 并具有以下统计特
性:





E[wwwk] = qqq, cov(wwwk,wwwj) = Q · δk,j

E[vvvk] = rrr, cov(vvvk, vvvj) = R · δk,j

cov(wwwk, vvvj) = 0

(2)

在很多情况下, 系统噪声都是非零均值的, 因
此, 给出噪声均值非零情况下的 UKF 算法.

由于系统过程噪声和量测噪声为非零均值的高

斯噪声且其均值分别为 qqq 和 rrr. 则系统噪声可写为
如下形式:

{
µµµk = wwwk − qqq

ηηηk = vvvk − rrr
(3)

显然, µµµk 和 ηηηk 为互不相关的零均值高斯白噪

声, 且其方差分别为 Q 和 R.
此时, 离散非线性系统 (1) 可以被等价表述为

以下形式:
{

xxxk = f(xxxk−1) + qqq + µµµk−1

zzzk = h(xxxk) + rrr + ηηηk

(4)

则 UKF 算法的计算步骤如下:
步骤 1. 初始化系统变量
步骤 2. 时间更新
根据确定的采样策略, 得到服从均值为 x̂xxk−1、

方差为 Pk−1 的 Sigma 点 {χχχi,k−1}, i = 0, · · · , 2n,
为





χχχ0,k−1 = x̂xxk−1

χχχi,k−1 = x̂xxk−1 + (
√

(n + λ)Pk−1)i,

i = 1, 2, · · · , n

χχχi,k−1 = x̂xxk−1 − (
√

(n + λ)Pk−1)i,

i = n + 1, n + 2, · · · , 2n

(5)
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Sigma 点的对应权值为



ω
(m)
0 =

λ

n + λ

ω
(c)
0 =

λ

n + λ
+ 1− α2 + β

ω
(m)
i = ω

(c)
i =

0.5
n + λ

, i = 1, 2, · · · , 2n

(6)

其中, 算子
√· 表示对称阵的 Cholesky 分解; α 描

述了 Sigma 点在均值周围的延伸程度; β 为调整参

数, λ = α2(n + k) − n, k 描述了系统分布信息. 本
文中取 α = 1, β = 0, k = 2.
计算 Sigma 点 {χχχi,k−1}, i = 0, · · · , 2n 沿非线

性函数 f(·) 的传播结果, 并考虑非零均值噪声的作
用.

χχχi,k|k−1 = f(χχχi,k−1) + qqq, i = 0, · · · , 2n (7)

从而得到随机向量沿非线性函数 f(·) 传播的后验均
值和协方差:

x̂xxk|k−1 =
2n∑
i=0

ω
(m)
i ·χχχi,k|k−1 =

2n∑
i=0

ω
(m)
i · f(χχχi,k−1) + qqq

(8)

Pk|k−1 =
2n∑
i=0

ω
(c)
i · (χχχi,k|k−1 − x̂xxk|k−1)×

(χχχi,k|k−1 − x̂xxk|k−1)T + Q

(9)

步骤 3. 量测更新
根据确定的采样策略, 得到服从均值为

x̂xxk|k−1、方差为 Pk|k−1 的 Sigma 点 {χχχi,k|k−1}, i =
0, · · · , 2n.





χχχ0,k|k−1 = x̂xxk|k−1

χχχi,k|k−1 = x̂xxk|k−1 + (
√

(n + λ)Pk|k−1)i,

i = 1, 2, · · · , n

χχχi,k|k−1 = x̂xxk|k−1 − (
√

(n + λ)Pk|k−1)i,

i = n + 1, n + 2, · · · , 2n

(10)

其对应权值与式 (6) 的权值相同.
计算 Sigma 点 {χχχi,k|k−1}, i = 0, · · · , 2n 沿非

线性函数 h(·) 的传播结果, 并考虑非零均值噪声的
作用.

ζζζi,k|k−1 = h(χχχi,k|k−1) + rrr, i = 0, · · · , 2n (11)

得到随机向量沿非线性函数 h(·) 传播的后验均
值、自协方差和互协方差:

ẑzzk|k−1 =
2n∑
i=0

ω
(m)
i · ζζζi,k|k−1 =

2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,k|k−1) + rrr

(12)

Pz̃zzk|k−1 =
2n∑
i=0

ω
(c)
i (ζζζi,k|k−1 − ẑzzk|k−1) · (ζζζi,k|k−1−

ẑzzk|k−1)T + R

(13)

Px̃xxk|k−1z̃zzk|k−1 =
2n∑
i=0

ω
(c)
i (χχχi,k|k−1 − x̂xxk|k−1)×

(ζζζi,k|k−1 − ẑzzk|k−1)T
(14)

步骤 4. 滤波更新
根据量测数据 zzzk 得到最小方差估计结果为

K = Px̃xxk|k−1z̃zzk|k−1P
−1
z̃zzk|k−1

(15)

x̂xxk = x̂xxk|k−1 + K · (zzzk − ẑzzk|k−1) (16)

Pk = Pk|k−1 −KPz̃zzk|k−1K
T (17)

步骤 4 完成后, 则返回步骤 2, 开始下一时刻的
滤波过程.

2 基于极大似然准则和 EM 算法的自适应

UKF算法

噪声均值非零时的 UKF 算法能够解决噪声均
值非零情况下含有加性噪声的非线性系统状态估计

问题, 然而, 仅在噪声协方差矩阵已知情况下, 此方
法才能够得到系统状态较好的估计结果. 当噪声协
方差矩阵未知时, 滤波精度将会降低甚至导致滤波
器发散. 针对这一问题, 本文利用极大似然准则构造
噪声统计特性参数的似然函数, 进而通过 EM 算法,
得到使对数似然函数期望最大化的系统参数的在线

点估计, 从而增强滤波器的鲁棒性, 提高滤波精度.
对于复杂的非线性系统, 直接通过极大化似然

函数得到参数的极大似然估计是很困难的, EM 算

法是在概率模型中寻找极大似然估计的迭代算法,
通过应用 EM 算法, 能够使计算极大似然估计的过
程更加直观和简便. EM 算法分为两步, 即求期望
(Expectation step, E step) 和最大化 (Maximum
step, M step). 第一步是计算期望, 即利用对隐藏变
量的现有估计值, 计算极大似然估计结果; 第二步是
最大化, 即最大化在 E step 求得的极大似然值来计
算参数的点估计. 最后, M step 中得到的参数的估
计值将被用于下一个 E step 中, 实现迭代运算.
下面, 根据极大似然准则和 EM 算法对系统噪

声的统计特性进行估计.
定理 1. 考虑含有非零均值加性高斯噪声的离

散非线性系统 (1), 噪声的统计特性服从式 (2), 根据
极大似然准则和 EM 算法, 得到系统的最优噪声估
计器为

q̂qqk =
1
k

k∑
j=1

[
x̂xxj|k −

2n∑
i=0

ω
(m)
i · f(χχχi,j−1)

]
(18)
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Q̂k =
1
k

k∑
j=1

diag
{

(x̂xxj|kx̂xx
T
j|k + Pj − qqqqqqT) −

2n∑
i=0

ω
(c)
i · f(χχχi,j−1) ·χχχT

i,j −
2n∑
i=0

ω
(c)
i ·χχχi,j · f(χχχi,j−1)T +

2n∑
i=0

ω
(c)
i · f(χχχi,j−1) · f(χχχi,j−1)T

}

(19)

r̂rrk =
1
k

k∑
j=1

[
zzzj −

2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,j)

]
(20)

R̂k =
1
k

k∑
j=1

diag
{
zzzjzzz

T
j − rrrrrrT−

2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,j) · zzzT

j −

zzzj ·
2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,j)T+

2n∑
i=0

ω
(c)
i · h(χχχi,j) · h(χχχi,j)T

}

(21)

其中, Sigma 点集 {χχχi,j} 服从均值为 x̂xxj|k、方差为
Pj|k 的高斯分布, Sigma 点集 {χχχi,j−1} 服从均值为
x̂xxj−1|k、方差为 Pj−1|k 的高斯分布, diag{·} 算子表
示矩阵的对角线形式. x̂xxj|k, x̂xxj−1|k 分别为 j, j − 1
时刻系统状态的平滑估计结果, Pj|k, Pj−1|k 分别为
j, j − 1 时刻系统状态平滑估计的误差协方差矩阵.

证明. 假设 ΘΘΘ = {rrr, R,qqq, Q} 为待估计的系统
噪声统计特性, 则基于极大似然准则和 EM 算法的

系统参数点估计为

Θ̂ΘΘEM = arg max
ΘΘΘ

E{ln[L(ΘΘΘ|zzz1:k,xxx1:k)]} (22)

其中, ln[L(ΘΘΘ|zzz1:k,xxx1:k)] 为参数ΘΘΘ 的对数似然函数.
根据似然函数的定义, 有:

L(ΘΘΘ|zzz1:k,xxx1:k) = p(zzz1:k,xxx1:k|ΘΘΘ) (23)

由于系统方程为一个马尔科夫过程, 则根据极
大似然准则和条件概率的性质, 系统状态向量和观
测向量的联合概率密度函数为

p(zzz1:k,xxx1:k|ΘΘΘ) = p(xxx0|ΘΘΘ)
k∏

j=1

p(xxxj|xxxj−1,ΘΘΘ)×
k∏

j=1

p(zzzj|xxxj,ΘΘΘ)

(24)
假设系统的初始状态、系统状态向量沿非线性

函数的传播过程和观测数据的似然函数均服从高斯

分布, 则得到系统初始状态的条件概率为

p(xxx0|ΘΘΘ) = (2π)−n
2 |P0|− 1

2×
exp

{
− [(xxx0 − x̂xx0)TP−1

0 (xxx0 − x̂xx0)]
2

}

(25)
状态一步预测的条件概率为

p(xxxj|xxxj−1,ΘΘΘ) = (2π)−n
2 |Q|− 1

2×
exp

{
− [xxxj−f(xxxj−1)−qqq]TQ−1[xxxj−f(xxxj−1)−qqq]

2

}

(26)
观测数据的条件概率为

p(zzzj|xxxj,ΘΘΘ) = (2π)−m
2 |R|− 1

2×
exp

{
− [zzzj−h(xxxj)−rrr]TR−1[zzzj−h(xxxj)−rrr]

2

}

(27)
其中, | · | 算子表示矩阵的行列式.
根据以上结论, 得到系统状态向量和观测向量

的对数似然函数为

ln[L(ΘΘΘ|zzz1:k,xxx1:k)] = −k(n + m) + n

2
ln(2π) −

1
2

ln |P0| − 1
2
[(xxx0 − x̂xx0)TP−1

0 (xxx0 − x̂xx0)] −
k

2
ln |Q| − 1

2

k∑
j=1

{[xxxj − f(xxxj−1)− qqq]TQ−1[xxxj −

f(xxxj−1)− qqq]} − k

2
ln |R| − 1

2

k∑
j=1

{[zzzj − h(xxxj) −

rrr]TR−1[zzzj − h(xxxj)− rrr]}
(28)

根据系统状态向量和观测向量的对数似然函数,
通过 EM 算法对系统噪声的统计特性进行估计.

E step. 首 先 计 算 对 数 似 然 函 数

ln[L(ΘΘΘ|zzz1:k,xxx1:k)] 的数学期望, 得到

E ln[L(ΘΘΘ|zzz1:k,xxx1:k)] = −k(n + m) + n

2
ln(2π)−

1
2

ln |P0| − 1
2
E[(xxx0 − x̂xx0)TP−1

0 (xxx0 − x̂xx0)]−
k

2
ln |Q| − 1

2

k∑
j=1

E{[xxxj − f(xxxj−1)− qqq]TQ−1[xxxj−

f(xxxj−1)− qqq]} − k

2
ln |R| − 1

2

k∑
j=1

E{[zzzj − h(xxxj)−

rrr]TR−1[zzzj − h(xxxj)− rrr]}
(29)

由于E[(xxx0 − x̂xx0)TP−1
0 (xxx0 − x̂xx0)]仅与滤波器初
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值有关, 定义常数 c 为

c , −k(n + m) + n

2
ln(2π)− 1

2
ln |P0|−

1
2
E[(xxx0 − x̂xx0)TP−1

0 (xxx0 − x̂xx0)]
(30)

定义性能指标函数 J 为对数似然函数的数学期

望, 考虑到过程噪声和量测噪声为互不相关的高斯
噪声, 因此 Q 和 R 均为正定对角阵, 则:

J = c− k

2
ln |Q| − 1

2

k∑
j=1

E tr{Q−1[xxxj−

f(xxxj−1)− qqq][xxxj − f(xxxj−1)− qqq]T} − k

2
ln |R|−

1
2

k∑
j=1

E {tr{R−1[zzzj− h(xxxj)− rrr]}[zzzj− h(xxxj)− rrr]T}
(31)

M-step. 寻找使目标函数 J 极大化的参数估

计. 根据梯度下降算法, 当系统参数估计满足式 (32)
时, 该参数是使目标函数极小化的点估计.

∂J

∂qqq
= 0,

∂J

∂Q
= 0,

∂J

∂rrr
= 0,

∂J

∂R
= 0 (32)

分别计算目标函数 J 对于 qqq, Q, rrr, R 的偏导数,
得到

∂J

∂qqq
= tr(Q−1)

k∑
j=1

[xxxj − f(xxxj−1)− qqq] (33)

∂J

∂Q
=

1
2

k∑
j=1

E {tr{Q−2[xxxj − f(xxxj−1)− qqq]}[xxxj−

f(xxxj−1)− qqq]T} − k

2
|Q|−1

(34)

∂J

∂rrr
= tr(R−1)

k∑
j=1

[zzzj − h(xxxj)− rrr] (35)

∂J

∂R
=

1
2

k∑
j=1

E {tr{R−2[zzzj− h(xxxj)− rrr]}[zzzj − h(xxxj)−

rrr]T} − k

2
|R|−1

(36)
由于 Q 和 R 是正定对角阵, 因此有:

{
|Q| = tr(Q)
|R| = tr(R)

(37)

考虑式 (37) 并令目标函数 J 对于 qqq, Q, rrr, R

的偏导数等于 0, 得到噪声统计特性的点估计为




q̂qqk =
1
k

k∑
j=1

[xxxj − f(xxxj−1)]

Q̂k =
1
k

k∑
j=1

{[xxxj − f(xxxj−1)− qqq][xxxj − f(xxxj−1)−

qqq]T}
r̂rrk =

1
k

k∑
j=1

[zzzj − h(xxxj)]

R̂k =
1
k

k∑
j=1

{[zzzj − h(xxxj)− rrr][zzzj − h(xxxj)− rrr]T}
(38)

其中, 考虑到:
{

E[xxxj − f(xxxj−1)] = qqq

E[zzzj − h(xxxj)] = rrr
(39)

将式 (38) 中 Q̂k 和 R̂k 的表达式展开, 得到:




Q̂k =
1
k

k∑
j=1

{[xxxj − f(xxxj−1)− qqq][xxxj − f(xxxj−1)−

qqq]T} =
1
k

k∑
j=1

[xxxjxxx
T
j − qqqqqqT−f(xxxj−1)xxxT

j −

xxxjf(xxxj−1)T + f(xxxj−1)f(xxxj−1)T]

R̂k =
1
k

k∑
j=1

{[zzzj − h(xxxj)− rrr][zzzj − h(xxxj)− rrr]T} =

1
k

k∑
j=1

[zzzjzzz
T
j − rrrrrrT−h(xxxj)zzzT

j − zzzjh(xxxj)T+

h(xxxj)h(xxxj)T]
(40)

系统状态向量 xxxj 是不可观测的, 而考虑到滤波
器平滑估计值的条件概率密度函数服从以下分布[24]

{
xxx0 ∼ N(x̂xx0, P0)
p(xxxj|zzz1:k) ∼ N(x̂xxj|k, Pj|k), j = 1, 2, · · · , k

(41)
分别以 j, j−1时刻系统状态的平滑估计值及其误差
协方差矩阵进行 Sigma 点采样, 得到 j 时刻 Sigma
点集 {χχχi,j} 和 j − 1 时刻 Sigma 点集 {χχχi,j−1}, 并
利用生成的 Sigma 点集代替式 (38) 中 q̂qqk, r̂rrk 的表

达式及式 (40) 中的随机向量进行计算, 可以得到 k

时刻系统噪声估计器表达式 (18)∼ (21) 成立. 2

注 1. 由于自然对数 ln(·) 是一个连续且在似然
函数值域内严格递增的上凸函数, 因此, 极大化似然
函数的数学期望和极大化对数似然函数的数学期望

得到的噪声统计参数估计的结果是等价的. 由于对
数似然函数包含指数运算, 因此, 对似然函数求对数
能够简化运算过程.
推论 1. 在定理 1 的基础上, 以滤波估计值代替
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滤波平滑值, 并以噪声均值估计值 q̂qqk, r̂rrk 代替噪声

真实均值 qqq, rrr, 得到次优的系统噪声估计器的递推
表达式为

q̂qqk =
1
k
{(k − 1)q̂qqk−1 + [x̂xxk −

2n∑
i=0

ω
(m)
i · f(χχχi,k−1)]}

(42)

Q̂k =
1
k

{
(k−1)Q̂k−1+diag

{
(x̂xxkx̂xx

T
k +Pk−q̂qqkq̂qq

T
k ) −

[
2n∑
i=0

ω
(c)
i · f(χχχi,k−1) ·χχχT

i,k] −

[
2n∑
i=0

ω
(c)
i ·χχχi,k · f(χχχi,k−1)T]+

[
2n∑
i=0

ω
(c)
i · f(χχχi,k−1) · f(χχχi,k−1)T]

}

(43)

r̂rrk =
1
k
{(k − 1)r̂rrk−1 + [zzzk −

2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,k)]}

(44)

R̂k =
1
k

{
(k − 1)R̂k−1 + diag

{
(zzzkzzz

T
k − r̂rrkr̂rr

T
k ) −

[
2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,k) · zzzT

k ]−

[zzzk ·
2n∑
i=0

ω
(m)
i · h(χχχi,k)T]+

[
2n∑
i=0

ω
(c)
i · h(χχχi,k) · h(χχχi,k)T]

}}

(45)
其中, Sigma 点集 {χχχi,k} 服从均值为 x̂xxk、方差为 Pk

的高斯分布, Sigma点集 {χχχi,k−1}服从均值为 x̂xxk−1、

方差为 Pk−1 的高斯分布, diag {·} 算子表示矩阵的
对角线形式. x̂xxk, x̂xxk−1 分别为 k, k − 1 时刻的状态
估计结果, Pk, Pk−1 分别为 k, k − 1 时刻状态估计
的误差协方差矩阵.
证明. 以滤波估计值的分布进行采样后得到的

Sigma 点代替式 (18)∼ (21) 中由平滑估计值的分
布采样后得到的 Sigma 点. 此时噪声估计器为次优
的噪声估计器.
考虑式 (18) 中 q̂qqk 的估计表达式, 并以滤波估

计值的分布进行采样后得到的 Sigma 点代替由平滑
估计值的分布采样后得到的 Sigma 点, 得到:

q̂qqk =
1
k

k∑
j=1

[x̂xxj −
2n∑
i=0

ω
(m)
i · f(χχχi,j−1)] =

k − 1
k

{
1

k − 1

k−1∑
j=1

[x̂xxj −
2n∑
i=0

ω
(m)
i · f(χχχi,j−1)]

}
+

1
k
[x̂xxk −

2n∑
i=0

ω
(m)
i · f(χχχi,k−1)]

(46)
显 然 1

k−1

∑k−1

j=1 (x̂xxj −
∑2n

i=0 ω
(m)
i · f(χχχi,j−1)) =

q̂qqk−1, 因此可以得到式 (42) 成立, 同理可得式 (43)
∼ (45) 成立. ¤

注 2. 定理 1 以滤波器平滑估计值代替系统真
实状态的分布进行计算, 且需要保存滤波器开始工
作时所有的平滑估计值、估计的误差协方差矩阵和

观测量信息, 噪声估计器的计算量将随时间的推移
而增大, 无法实现参数的在线估计. 因此, 在推论 1
中, 以滤波估计值代替滤波平滑值, 并利用定理 1 中
噪声估计器的表达式, 得到系统的次优递推噪声估
计器.
注 3. 定理 1 中以滤波平滑值进行噪声统计特

性的估计, 此时将会得到系统噪声统计特性的最优
无偏估计. 推论 1 中, 以滤波估计值代替滤波平滑值
进行噪声估计, 因此该算法是一种次优算法, 当滤波
器状态估计结果最优时, 噪声统计特性的估计值是
渐近无偏的.

注 4. UKF算法以Unscented变换逼近非线性
函数的后验分布, 虽然能达到二阶以上的精度, 但并
不能以任意阶精度对系统的后验分布进行近似. 因
此, UKF 算法是一种次优滤波算法, 其估计结果一
定是有偏且非最小方差的, 且随着系统非线性程度
的增强, 系统估计精度将会下降, 这会随之影响噪声
估计器的估计精度. 故推论 1 所述的噪声统计估计
器只能给出系统噪声统计特性的有偏估计, 且偏差
随着系统非线性程度的增强而增大.

根据非扩维 UKF 算法和推论 1 中给出的递推
噪声估计器表达式, 能够得到带次优递推噪声估计
器的自适应 UKF 算法. 下面以 k 时刻滤波过程为

例, 说明自适应 UKF 算法的滤波过程.
首先, 根据 k − 1 时刻系统噪声统计特性的

估计值 Θ̂ΘΘk−1 = {r̂rrk−1, R̂k−1, q̂qqk−1, Q̂k−1}, 使用式
(5)∼ (17), 得到 k 时刻系统状态的估计值和误差协

方差矩阵. 其中, 式 (8)∼ (13) 中使用的系统噪声统
计特性分别以 k − 1 时刻估计的系统噪声统计特性
代替.

进而, 根据滤波更新后得到的系统状态估计值、
估计误差协方差矩阵和 k − 1 时刻系统噪声统计特
性的估计值 Θ̂ΘΘk−1, 利用递推式 (42)∼ (45), 对 k 时

刻噪声统计特性进行估计.

3 仿真分析

为了验证噪声统计估计器的有效性, 分别设计
了过程噪声统计特性未知、量测噪声统计特性未

知的两个仿真实验对算法进行验证, 并通过自适应
UKF 算法和自适应 EKF 算法的对比, 分析了二者
的性能. 其中, 仿真实验的均方根误差 (Root mean
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square error, RMSE) 定义为

E =

(
1
N

N∑
i=1

‖x̂xxi − xxxi‖2

) 1
2

(47)

3.1 过程噪声统计特性未知

考虑如下一阶非线性高斯系统模型:




xk = 0.5xk−1 +
0.2xk−1

1 + x2
k−1

+ wk−1

zk = 10xk +
x2

k

20
+ vk

(48)

假设 w 和 v 均为高斯噪声且服从如下分布:{
w ∼ N(1.2, 0.6)
v ∼ N(1.0, 0.8)

(49)

假设非线性系统的理论初值为

x0 = 1 (50)

滤波器的初值选取为{
x̂0 = 1.1
P0 = 0.01

(51)

假设系统量测噪声的统计特性精确已知, 而系统过
程噪声的统计特性不准确, 选取两组过程噪声的初
始均值和协方差, 两组噪声统计特性的初始值分别
接近和远离真实值, 其中, 情况 1 为

q̂0 = 0.2, Q̂0 = 0.5 (52)

情况 2 为

q̂0 = 4.0, Q̂0 = 16.0 (53)

分别采用 UKF 算法和本文提出的自适应 UKF
算法进行仿真, 检验本文提出算法的滤波效果, 并检
验当噪声统计特性初始值分别接近和远离真实值情

况下, 噪声统计特性估计器的收敛效果. 两种情况下
自适应 UKF 算法得到的噪声统计特性估计结果如
图 1 和图 2 所示, 传统 UKF 算法和自适应 UKF 算
法的均方根误差对比如图 3 所示. 表 1 为使用不同
算法所得到的估计误差均值和协方差.

(a) 过程噪声均值

(a) Mean of process noise statistics

(b) 过程噪声协方差

(b) Covariance of process noise statistics

图 1 过程噪声统计特性的估计结果 (情况 1)

Fig. 1 Estimation of process noise statistics (Case 1)

(a) 过程噪声均值

(a) Mean of process noise statistics

(b) 过程噪声协方差

(b) Covariance of process noise statistics

图 2 过程噪声统计特性的估计结果 (情况 2)

Fig. 2 Estimation of process noise statistics (Case 2)

图 3 均方根误差

Fig. 3 Root mean square error

由图 1 可以看出, 过程噪声均值的估计值 q̂ 和

协方差的估计值 Q̂ 均能够在 100 个滤波周期内收



7期 王璐等: 基于极大似然准则和最大期望算法的自适应 UKF 算法 1207

敛, 证明了式 (42) 和式 (43) 所描述的过程噪声统
计估计器的有效性. 通过图 3 可以看出, 过程噪声
统计特性未知情况下, 使用本文提出的自适应 UKF
算法时, 状态估计的均方根误差小于 UKF 算法, 且
能够达到噪声统计特性精确已知情况下 UKF 算法
的精度. 在仿真开始时, 由于噪声统计特性的估计值
还未收敛, 自适应 UKF 算法的估计精度与 UKF 算
法的估计精度相当, 然而随着滤波过程的进行, 自适
应 UKF 算法的精度逐渐提高. 由图 2 可以看出, 当
系统过程噪声初值与真实值相差较多时, 噪声统计
特性估计器仍能够在较短时间内收敛. 通过表 1 可
以看出, 自适应 UKF 算法在噪声统计特性未知时,
估计误差的均值和方差与噪声统计特性已知情况下

UKF 算法估计误差相比, 没有明显增大. 而噪声统
计特性未知时, 传统UKF 算法得到的滤波误差有明
显增大, 其估计误差的均值和方差与自适应UKF 算
法相比均有明显增大.

表 1 自适应 UKF 和传统 UKF 算法估计精度对比

Table 1 Estimation accuracy contrast of adaptive UKF

and traditional UKF algorithm

估计误差均值 估计误差协方差

UKF 算法 (噪声统计特性已知) 0.0001 0.0822

UKF 算法 (噪声统计特性未知) 0.1137 0.1006

自适应 UKF 算法 0.0006 0.0825

3.2 系统量测噪声统计特性未知

仍考虑式 (48) 所述的一阶非线性高斯系统模型
并假设此时系统噪声 w 和 v 均为高斯噪声且服从如

下分布 {
w ∼ N(1.2, 10)
v ∼ N(1.0, 16)

(54)

假设非线性系统的理论初值和滤波器的初值选

取满足式 (50) 和式 (51).
假设系统量测噪声的统计特性精确已知而系统

过程噪声的统计特性不准确, 与第 3.1 节类似, 取两
组噪声统计特性初始值进行仿真分析, 其中情况 1
为

r̂0 = 0.2, R̂0 = 12 (55)

情况 2 为

r̂0 = 1.8, R̂0 = 100 (56)

分别采用 UKF 算法和本文提出的自适应 UKF
算法进行仿真. 两种情况下自适应 UKF 算法得到
的噪声统计特性估计结果如图 4 和图 5 所示, 传统
UKF 算法和自适应 UKF 算法的均方根误差对比如

图 6 所示. 表 2 为使用不同算法所得到的估计误差
均值和协方差.

(a) 量测噪声均值

(a) Mean of measurement noise statistics

(b) 量测噪声协方差

(b) Covariance of measurement noise statistics

图 4 量测噪声统计特性的估计结果 (情况 1)

Fig. 4 Estimation of measurement noise statistics

(Case 1)

(a) 量测噪声均值

(a) Mean of measurement noise statistics

(b) 量测噪声协方差

(b) Covariance of measurement noise statistics

图 5 量测噪声统计特性的估计结果 (情况 2)

Fig. 5 Estimation of measurement noise statistics

(Case 2)
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图 6 均方根误差

Fig. 6 Root mean square error

表 2 自适应 UKF 和传统 UKF 算法估计精度对比

Table 2 Estimation accuracy contrast of adaptive UKF

and traditional UKF algorithm

估计误差均值 估计误差协方差

UKF 算法 (噪声统计特性已知) 0.057 3.595

UKF 算法 (噪声统计特性未知) 1.022 4.379

自适应 UKF 算法 0.066 3.608

图 4 表明, 式 (44) 和式 (45) 所描述的量测
噪声统计估计器能够在较短时间内收敛并估计出

系统量测噪声的均值和方差. 图 6 表明, 量测噪
声统计特性未知时, 本文提出的自适应 UKF 算
法状态估计的均方根误差小于 UKF 算法, 且能
够达到量测噪声统计特性精确已知情况下传统

UKF 算法的精度. 与第 3.1 节类似, 在仿真开始
时, 由于噪声统计特性的估计值还未收敛, 自适应
UKF 算法的估计精度与 UKF 算法的估计精度相
当, 然而随着滤波过程的进行, 自适应 UKF 算法
的精度逐渐提高. 图 5 表明, 当观测噪声统计特
性初始值与真实值相差较多时, 噪声统计特性估
计器能够在较短时间内收敛, 并最终获得良好的
估计效果. 通过表 2 可以看出, 自适应 UKF 算法
能够保证噪声统计特性未知情况下状态估计的精

度.
仿真结果表明, 本文提出的自适应UKF 算法克

服了传统 UKF 算法要求系统噪声统计特性精确已
知的局限性, 在系统噪声未知和不精确时, 仍然具有
较高的滤波精度, 并能够给出系统噪声统计特性的
估计值.

3.3 自适应 EKF算法和自适应UKF算法的噪声
统计特性估计精度对比

对本文提出的基于UKF算法和基于EKF算法
的噪声统计特性估计方法的估计精度进行对比. 仍
考虑式 (48) 所述的非线性系统, 假设系统噪声统计
特性服从式 (49), 过程噪声的初值服从式 (52). 不

失一般性, 通过 50 次蒙特卡罗仿真实验, 取噪声统
计特性估计器收敛后的估计误差进行对比, 检验两
种方法对于过程噪声统计特性的估计精度.

图 7 为自适应 UKF 和自适应 EKF 算法的过
程噪声统计特性估计精度对比效果. 由图 7 (a) 可以
看出, 自适应UKF 算法对于过程噪声均值的估计精
度要远高于自适应 EKF 算法. 由图 7 (b) 可以看出,
大部分情况下, 自适应UKF 算法对于过程噪声协方
差的估计精度都要高于自适应 EKF 算法, 只有在极
少数情况下, 自适应 EKF 算法的过程噪声协方差的
估计精度能够接近自适应 UKF 算法.

(a) 过程噪声均值估计精度对比

(a) Mean estimation accuracy comparison of

process noise

(b) 过程噪声协方差估计精度对比

(b) Covariance estimation accuracy comparison of

process noise

图 7 过程噪声统计特性估计精度对比

Fig. 7 Comparison of process noise statistics estimation

accuracy

由于 EKF 算法与 UKF 算法一样, 同为次优滤
波算法, 其估计结果均为有偏且非最小方差的, 按照
注 4 的分析, 这将会影响噪声统计特性的估计效果,
而 EKF 算法对随机向量沿非线性函数传播的后验
分布的逼近精度低于 UKF 算法, 因此, 基于 UKF
算法的噪声统计特性估计精度要高于基于 EKF 算
法的估计精度.

综上所述, 仿真实验结果表明, 本文提出的自适
应UKF 算法能够在噪声统计特性未知时, 抑制滤波
器发散并在线估计出噪声统计特性, 使UKF 算法适
用于噪声统计特性未知的非线性系统. 并且, 自适应
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UKF 算法的噪声统计特性估计精度要明显高于自
适应 EKF 算法.

4 结论

针对噪声先验统计特性未知情况下的非线性系

统状态估计问题, 本文提出了一种基于极大似然准
则和 EM 算法的自适应 UKF 算法. 首先, 利用极大
似然准则, 构造含有系统噪声统计特性的对数似然
函数, 进而, 利用 EM 算法, 将噪声估计问题转化为
对数似然函数数学期望极大化问题, 最终, 得到带次
优递推噪声估计器的自适应 UKF 算法. 仿真结果
表明, 本文提出的自适应UKF 算法能够在噪声统计
特性未知时抑制滤波器发散, 提高滤波精度, 并在线
估计出噪声统计特性, 使UKF 算法适用于噪声统计
特性未知的非线性系统.
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