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具有模糊聚类功能的双向二维无监督特征提取方法

皋 军 1, 2, 3 孙长银 1 王士同 4

摘 要 依据最大间距判别准则 (Maximum margin criterion, MMC) 的基本原理, 并结合模糊技术和张量理论, 提出一种矩

阵模式的模糊最大间距判别准则 (Matrix model fuzzy maximum margin criterion, MFMMC), 并在此基础上形成具有模糊

聚类功能的双向二维无监督特征提取方法 (Two-directional two-dimensional unsupervised feature extraction method with

fuzzy clustering ability, (2D)2UFFCA). 该方法不但能直接实现矩阵模式数据的模糊聚类, 而且还可以对矩阵模式数据进行

双向二维特征提取, 实现特征降维. 同时我们还从几何的直观含义出发, 合理地设定矩阵模式的模糊最大间距判别准则中的调

节参数 γ, 并从理论上证明其合理性. 为了提高特征提取的效率, 还提出一种能有效计算矩阵模式数据的投影变换矩阵的方法.

实验结果表明该方法具有上述优势.
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(2D)2UFFCA: Two-directional Two-dimensional Unsupervised Feature

Extraction Method with Fuzzy Clustering Ability
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Abstract In this paper, based on the principles of the maximum margin criterion (MMC) and by introducing the fuzzy

method and the tensor theory into it, a novel matrix model fuzzy maximum margin criterion (MFMMC) is proposed. Also,

on the basis of it, a two-directional two-dimensional unsupervised feature extraction method with fuzzy clustering ability

((2D)2UFFCA) is constructed. This method can directly realize fuzzy clustering of matrix model data. And it can also

achieve the two-directional two-dimensional feature extraction of them, that is, the realization of dimension reduction. At

the same time, the adjusting parameter γ in the matrix model fuzzy maximum margin criterion is defined reasonably from

the respect of geometry intuition, which is proved theoretically. In order to improve the efficiency of feature extraction,

an effective method which can find out the projection matrices of matrix model data is presented. The results of tests

show the above advantages of the method.
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criterion (MFMMC), fuzzy clustering

Citation Gao Jun, Sun Chang-Yin, Wang Shi-Tong. (2D)2UFFCA: two-directional two-dimensional unsupervised fea-

ture. Acta Automatica Sinica, 2012, 38(4): 549−562

收稿日期 2011-04-25 录用日期 2011-09-14
Manuscript received April 25, 2011; accepted September 14,

2011
国家自然科学基金 (90820002, 60903100, 61005008), 江苏省自
然科学基金 (BK2011417), 江苏省新型环保重点实验室开放课题
(AE201068), 江苏省计算机信息处理重点实验室开放课题 (KJS1126)
资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(90820002, 60903100, 61005008), Natural Science Foundation of
Jiangsu Province (BK2011417), Open Project of Key Laboratory
for Advanced Technology in Environmental Project of Jiangsu
Province (AE201068), Open Project of Key Laboratory for Com-
puter Information Processing Technology of Jiangsu Province
(KJS1126)
本文责任编委 刘成林
Recommended by Associate Editor LIU Cheng-Lin
1. 东南大学自动化学院 南京 210096 2. 盐城工学院信息工程学
院 盐城 224001 3. 苏州大学江苏省计算机信息处理重点实验室 苏州
215006 4. 江南大学数字媒体学院 无锡 214122
1. School of Automation, Southeast University, Nanjing 210096

2. School of Information Engineering, Yancheng Institute of
Technology, Yancheng 224001 3. Key Laboratory for Com-

特征提取 (Feature extraction) 作为一种有效
的特征降维方法在模式识别、图像处理和计算机视

觉中得到了成功的运用[1−4]. 特征提取的目的是通
过相应的特征变换映射将高维的原始样本空间转

换为低维的表示空间[5], 而低维的表示空间所保留
的判别信息的多少往往用来作为评判特征提取方

法效率的标准. 主成分分析 (Principal component
analysis, PCA)[6−7] 和线性判别分析 (Linear dis-
crimination analysis, LDA)[8−9] 作为两种较为经典

的特征提取方法被广泛地研究. PCA 是一种无监
督的特征提取方法, 该方法主要通过所构造的协方
差矩阵选取能保持样本全局信息的主元 (即一组相
互正交的基底), 并通过这些主元实现原始样本空间
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sity, Wuxi 214122



550 自 动 化 学 报 38卷

的低维投影. LDA 方法则在充分使用训练样本类
标号的前提下, 依据最小化类内散度、最大化类间
散度的原则得到高维原始空间的低维嵌入, 实现有
监督的特征提取, 从而使 LDA 方法比 PCA 方法
更有利于模型化不同类别样本所具有的潜在结构和

特征. 然而 LDA 方法在处理高维小样本问题数据
时类内散度矩阵容易发生奇异, 即所谓的小样本问
题 (Small sample size problem, SSS). 为此研究者
从不同的角度提出了许多基于 LDA 的改进方法来
克服这一问题, 比如 PCA + LDA[10]、Fisher 脸方
法[3−4]、DLA (Discriminant learning analysis)[11]

等. 特别是一些基于最大间距原则的方法: 最
大散度差判别分析 (Maximum scatter difference
discriminant criterion, MSD)[12]、最大间距判别分
析 (Maximum margin criterion, MMC)[13−14] 等,
该类方法通过将 LDA 方法的最大化类间散度与
类内散度的比值形式转变成最大化类间散度与

类内散度的差的形式, 从而较为容易地解决了
LDA 方法面临的小样本问题, 而且与其他方法相
比具有相对较低的时间复杂度和更明确的直观含

义[15].
目前, 智能识别领域越来越多的数据呈现张

量模式[16−19], 如果还使用传统的子空间学习方
法处理这些具有高维特征的张量模式数据, 即将
高维的张量模式数据转化为矢量模式加以处理,
在一定程度上会导致所谓的维数灾难 (Curse of
dimensionality)[20], 同时会破坏原始数据内在的
空间结构和相关性, 因此近来基于张量模式数据
的子空间学习方法得到广泛研究, 特别是基于矩
阵模式的张量子空间学习方法被研究得更为深

入和详尽. 这是因为基于矩阵模式数据的张量

子空间学习方法的数学理论完备、模型简单, 而
且所得结果可以平滑地推广到高序张量 (High-
order tensors) 模式数据上. 如具有单向特征提
取功能的二维主成分分析 (Two-dimensional PCA,
2DPCA)[21]、二维线性判别分析 (Two-dimensional
LDA, 2DLDA)[22−24] 和二维最大散度差判别准则

(Two-dimensional MSD, 2DMSD)[25], 以及具有
双向特征提取功能的双向二维主成分分析 (Two-
directional Two-dimensional PCA, (2D)2PCA)[26]

和双向二维线性判别分析 (Two-directional Two-
dimensional LDA, (2D)2LDA[27])1 等方法都得到
了广泛研究.
值得一提的是, 近来文献 [28−31] 分别从不

同角度将模糊理论引入特征提取方法中. 文献

1尽管该文献也将方法记为 2DLDA, 但本质上该方法是双向二维的
特征提取方法, 为了区别于其他单向二维特征提取方法, 本文将该方法记
为 (2D)2LDA.

[28−29] 分别基于 MMC 和 LDA 提出两种无监督
的特征提取方法: FMSDC 和 FLDC (LDA-based
fuzzy clustering), 上述方法不但能实现模糊聚类,
还可以实现特征提取; 文献 [30−31] 将模糊理论
分别引入 LDA 和 2DLDA, 提出 CFLDA (Com-
plete fuzzy LDA) 和 F2DLDA (Fuzzy 2DLDA),
提高了相应有监督特征提取方法的泛化能

力.
然而, 研究发现, 虽然 (2D)2PCA, (2D)2LDA

和 2DMSD + PCA 方法能取得较好的特征提取
效果, 但并不能直接进行模式分类; 而 FMSDC
和 FLDC 方法也只能处理相对低维的矢量模式
数据; CFLDA 和 F2DLDA 方法尽管通过引入

了模糊概念, 使得有监督特征提取结果更符合实
际, 但由于在求解隶属度时都使用了先验方法,
导致上述方法也不能直接进行模式分类. 因此,
本文在继承上述方法优点的基础上, 结合 MMC
方法提出一种矩阵模式的模糊最大间距判别准

则 (Matrix model fuzzy maximum margin crite-
rion, MFMMC), 并依据该准则形成具有模糊聚
类功能的双向二维的无监督特征提取方法 (Two-
directional two-dimensional unsupervised feature
extraction method with fuzzy clustering ability,
(2D)2UFFCA), 贡献如下: 1) 首次提出矩阵模式
的模糊最大散度差判别准则; 2) 不但可以实现矩
阵模式数据的直接聚类, 而且还可以实现双向二维
的无监督特征提取; 3) 根据几何的直观含义确定
MFMMC 方法中调节参数 γ, 并从理论上证明其合
理性; 4) 为了提高该方法特征提取效率, 提出一种
能有效计算矩阵模式数据的正交投影变换矩阵的方

法.
本文内容组织如下: 第 1 节简要介绍 MMC

和 (2D)2LDA 的相关知识; 第 2 节详细讨论
(2D)2UFFCA 方法; 第 3 节进行实验研究; 第 4
节总结全文并提出待解决的问题.

1 相关知识

为了便于讨论, 本节简要介绍最大间距判别分
析方法 (MMC) 和双向二维的线性判别分析方法
((2D)2LDA).

1.1 最大间距判别分析方法: MMC

定义 1[8]. 假设有 n 个样本组成的样本集 D =
[xxx1,xxx2, · · · ,xxxn] , 它们分别属于 C 个不同的类, 其
中大小为 nk 的样本子集Dk 属于第 k 类, 给定分类
决策平面的法向量 ωωω, 则类内散度、类间散度分别为
ωωωTSWωωω, ωωωTSBωωω. 其中类内散度矩阵 SW、第 k 类

均值 uuuk、类间散度矩阵 SB 和样本总体均值 uuu 分别
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为

SW =
C∑

k=1

∑
xxx∈Dk

(xxx− uuuk)(xxx− uuuk)
T (1)

uuuk =
1
nk

∑
xxx∈Dk

xxx, k = 1, 2, · · · , C (2)

SB =
C∑

k=1

nk(uuu− uuuk)(uuu− uuuk)T (3)

uuu =
1
n

∑
xxx∈D

xxx (4)

定义 2[13]. 根据定义 1, 最大间距判别分析方法
目标函数为

arg max
ωωωTωωω=1

J(ωωω) = arg max
ωωωTωωω=1

(ωωωTSBωωω − γωωωTSWωωω)

(5)
定义 2 表明 MMC 方法确实可以解决小样本

问题, 且明显满足式 (5) 的最优鉴别矢量 ωωω∗ 为
SB − γSW 最大特征值对应的单位特征向量. 定
义 2还表明, 调节参数 γ 对求解最优鉴别矢量ωωω∗ 有
至关重要的作用, 文献 [12, 14] 虽然对该参数做了一
定的理论分析, 但并没有给出设定该参数的具体方
法.

1.2 双向二维线性判别分析: (2D)2LDA

假设存在矩阵模式 (Matrix model) 数据集
D̃ = {X1, · · · , Xn},∀Xi ∈ Rm1×m2 , 不同于
2DLDA 方法, (2D)2LDA 方法对于任意的一个矩
阵模式数据 Xi 同时存在列方向上的投影矩阵 U ∈
Rm1×l1 和行方向上的投影矩阵 V ∈ Rm2×l2 , 使得
Xi 映射为 Yi = UTXiV , 其中 li < m1, l2 < m2, 由
此可得数据集 D̃ 的嵌入集 S̃ = {Y1, · · · , Yn}. 同
时令数据集 D̃(S̃) 可分为 C 个不同的类, 其中大
小为 nk 的样本子集 D̃k(S̃k) 属于第 k 类, Xk(Y k)
为第 k 类的均值, X(Y ) 为 D̃(S̃) 的总体均值, 则
(2D)2LDA方法的类内散度ααα 和类间散度 βββ 分别为

ααα =
C∑

k=1

nk∑
i=1

‖Yi − Y k‖2
F =

C∑
k=1

nk∑
i=1

tr((Yi − Y k)(Yi − Y k)T) =

C∑
k=1

nk∑
i=1

tr(UT(Xi −Xk)V V T(Xi −Xk)TU)

(6)

βββ =
C∑

k=1

‖Y k − Y ‖2
F =

C∑
k=1

tr((Y k − Y )(Y k − Y )T) =

C∑
k=1

tr(UT(Xk −X)V V T(Xk −X)TU) (7)

其中, tr(·) 是矩阵迹运算.
定义 3[27]. 根据式 (6) 和式 (7) 定义的类内散

度 ααα 和类间散度 βββ, (2D)2LDA 判别分析方法目标
函数为

arg max
UTU=Il1 ,V TV =Il2

J(U, V ) = arg max
UTU=Il1 ,V TV =Il2

βββ

ααα
(8)

为了有效地求解式 (8) 中两个投影矩阵 U 和

V , 文献 [27] 使用了迭代方式优化方法. 本文为了在
一定程度上提高算法效率, 提出一种新的方法求解
类似问题.

2 具有模糊聚类功能的双向二维无监督特征

提取方法: (2D)2UFFCA

目前, 大多数基于矩阵模式的特征提取方法仅
能实现样本的特征降维功能, 而不能直接完成模式
的分类, 因此设计一种既能实现矩阵模式数据的特
征提取又能解决该模式数据的直接分类问题的方法

具有一定的研究价值和现实意义. 本文基于此提出
了 (2D)2UFFCA 方法.

2.1 矩 阵 模 式 的 模 糊 最 大 间 距 判 别 准 则:
MFMMC

定义 4. 假设存在可以分为 C 类的矩阵模式数

据集 D̃ = {X1, · · · , Xn} ⊆ Rm1×m2 ,对 ∀Xi同时存

在列方向和行方向上的两个投影矩阵 U ∈ Rm1×l1

和 V ∈ Rm2×l2 , 使 Xi 映射为 Yi = UTXiV , 其
中 li < m1, l2 < m2, 由此可得数据集 D̃ 的嵌入集

S̃ = {Y1, · · · , Yn}. 则 MFMMC 方法的类内散度
αααMFMMC 和类间散度 βββMFMMC 可以分别表示为

αααMFMMC =
C∑

k=1

n∑
i=1

µm
ik‖Yi − Y k‖2

F =

C∑
k=1

n∑
i=1

µm
iktr((Yi − Y k)(Yi − Y k)T) =
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tr(UT(
C∑

k=1

n∑
i=1

µm
ik(Xi −Xk)V V T×

(Xi −Xk)T)U) =

tr(V T(
C∑

k=1

n∑
i=1

µm
ik(Xi −Xk)TUUT×

(Xi −Xk))V ) (9)

βββMFMMC =
C∑

k=1

n∑
i=1

µm
ik‖Y k − Y ‖2

F =

C∑
k=1

n∑
i=1

µm
iktr((Y k − Y )(Y k − Y )T) =

tr(UT(
C∑

k=1

n∑
i=1

µm
ik(Xk −X)V V T×

(Xk −X)T)U) =

tr(V T(
C∑

k=1

n∑
i=1

µm
ik(Xk −X)TUUT×

(Xk −X))V ) (10)

其中, µik 是模糊隶属度, 表示第 i 个样本隶属于第

k 类可能性大小, 且满足
∑C

k=1 = 1; m 为模糊常

数, 一般设定 m > 1; Xk(Y k) 表示 D̃ (S̃) 第 k 类

的模糊聚类中心, 而X(Y ) 表示 D̃(S̃) 总体均值, 即

X =
1
n

∑
Xi∈D̃ Xi(Y =

1
n

∑
Yi∈S̃ Yi).

定义 5. 根据定义 4 中式 (9) 和式 (10) 可得矩
阵模式的模糊最大间距判别分析方法的目标函数为

arg max
UTU=Il1 ,V TV =Il2

J(U, V ) =

arg max
UTU=Il1 ,V TV =Il2

βββMFMMC − γαααMFMMC

(11)

定义 4 和定义 5 表明, MFMMC 方法与

(2D)2LDA 中的类内散度和类间散度存在着明显
的差异: 1) MFMMC 方法中的类内散度和类间散度
均基于模糊理论; 2) MFMMC方法中的Xk(Y k)表
示 D̃(S̃) 第 k 类的模糊聚类中心, 而不是 D̃(S̃) 第 k

类的均值, 且上述两个分量是基于无监督方法得到
的, 而不是基于有监督的方法.

2.2 实现矩阵模式数据的双向特征提取

为了一定程度上有效求解式 (11), 可以采用类

似于文献 [27] 中提出的迭代方法进行求解. 然而通
过分析可知, 上述迭代方法所得的迭代序列一般并
不能保证收敛, 即所得的两个投影矩阵的解只是局
部最优解的近似解[32]. 尽管文献 [32] 提出了一种新
颖的迭代方法并证明了该方法产生的迭代序列是收

敛的, 可以得到局部最优解, 从理论上较好地解决了
通过迭代优化方法实现张量模式数据特征提取的一

个基本问题. 然而, 由于该求解过程考虑了投影矩阵
U 和 V 的非线性关系, 因此就必须使用非线性优化
方法才能有效求解[33], 这就导致在实际计算过程中
会不断引入一些舍入误差, 从而在一定程度上不能
保证迭代序列局部收敛, 得到的往往还是局部最优
解的近似解[33].
本文根据矩阵理论和文献 [33] 的基本思想提出

一种能有效求解式 (11) 的近似方法. 该方法通过假
设 U 和 V 是正交矩阵, 并在此基础上改写αααMFMMC

和 βββMFMMC 中的模糊散度矩阵, 最后通过直接求解
矩阵特征值对应的单位特征矢量得到式 (11) 解的近
似值, 这一过程不需要进行任何的迭代优化, 因此一
定程度上降低了方法的时间和空间复杂度, 提高了
求解投影矩阵的效率.
定理 1. 假设 U 和 V 是正交矩阵, 问题 (11) 可

以通过如下的特征值分解方法得到:
假设 U 和 V 是正交矩阵, 则 αααMFMMC 和

βββMFMMC 中的模糊散度矩阵可以分别改写为

SV ′
w =

C∑
k=1

n∑
i=1

µm
ik((Xi −Xk)(Xi −Xk)T) (12)

SV ′
b =

C∑
k=1

n∑
i=1

µm
ik((Xk −X)(Xk −X)T) (13)

SU ′
w =

C∑
k=1

n∑
i=1

µm
ik((Xi −Xk)T(Xi −Xk)) (14)

SU ′
b =

C∑
k=1

n∑
i=1

µm
ik((Xk −X)T(Xk −X)) (15)

如果假设 vvvi 表示 U 或 V 的第 i 个列向量, 则
上述问题可以转变为

λ1 = arg max
vvvTvvv=1

vvvT(S′b − γS′w)vvv (16)

λk = arg max
vvvT

k vvvk=1,vvvT
k vvvi=0(i=1,··· ,k−1)

vvvT(S′b − γS′w)vvv

(17)
从式 (16) 看出, v1v1v1 是 S′b − γS′w 的最大特征值

对应的特征向量. 而 vvvk 则通过式 (17) 并结合拉格
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朗日乘数法求解:

Lk = vvvT
k (S′b − γS′w)vvvk − λ(vvvT

kvvvk − 1)−
k−1∑
q=1

λqvvv
T
kvvvq

(18)
根据局部最优解的必要条件 ∂Lk

∂vvvk
= 0, 则得:

2(S′b − γS′w)vvvk − 2λvvvk −
k−1∑
q=1

λqvvvq = 0 (19)

在式 (19) 的两边同时左乘 vvvT
k , 则 λ = λk =

vvvT
k (S′b − γS′w)vvvk. 同时令: λ̃k−1 = [λ1, · · · , λk−1]T,

Qk−1 = [vvv1, · · · , vvvk−1], 并用 vvvT
j (j = 1, · · · , k − 1)

左乘式 (19), 则

λ̃k−1 = 2QT
k−1(S

′
b − γS′w)vvvk (20)

将式 (20) 代入式 (19), 得:

(I −Qk−1Q
T
k−1)(S

′
b − γS′w)vvvk = λkvvvk (21)

根据式 (21) 可知 vvvk 为 (I − Qk−1Q
T
k−1)(S

′
b −

γS′w) 最大特征值对应的单位特征向量.
根据定理 1 可得求解满足式 (11) 的近似解 U

和 V 的算法.
算法 1. 求解满足式 (11)的U和V 近似值的

算法

步骤 1. 根据定理 1 的假设前提重新构造式
(12)∼ (15): SV ′

w , SV ′
b , SU ′

w 和 SU ′
b ;

步骤 2. 计算 U = [uuu1, · · · ,uuul1 ],V =
[vvv1, · · · , vvvl2 ]:

1) 设定 l1(l2) 的初值;
2) 计算 SV ′

w − γSV ′
b ,SU ′

w − γSU ′
b 最大特征值对

应的单位特征向量 uuu1, vvv1;
3) 计算 (I − QU

k−1Q
UT

k−1) (SV ′
b − γSV ′

w ), (I −
QV

k−1Q
V T

k−1) (SU ′
b − γSU ′

w ) 最大特征值对应的单位
特征向量 uuuk (k = 2, · · · , l1),vvvk(k = 2, · · · , l2); 其
中 QU

k−1 = [uuu1, · · · ,uuuk−1],QV
k−1 = [vvv1, · · · , vvvk−1].

对于算法 1 需要说明两点: 1) 算法 1 中假设
U 和 V 是正交矩阵是为了简化上述四种模糊散度

矩阵, 如此处理虽然一定程度上降低了算法求解式
(11) 的精度, 但这样做是有一定依据的. 通过传统
迭代优化方法[27] 求解式 (11) 时, 在求解某个投影
矩阵时也是假定另一个投影矩阵为常量, 因此从这
一层面上讲, 本文方法即是使用单位矩阵 I 替换

矩阵 UUT, V V T; 2) 通过实际运行算法 1 后得到
的解应该为定义 4 中的形式, 即 U ∈ Rm1×l1 和

V ∈ Rm2×l2 , 而不是假设前提中的完整的正交矩阵.

2.3 实现矩阵模式数据的模糊聚类

传统的模糊聚类方法一般依据模糊隶属度实现

模式数据的无监督分类, 本文也依据这一原理并结
合 Lagrange 乘数法来求解满足式 (11) 的模糊隶属
度.
根据 Lagrange乘数法,求解式 (11)对应的 La-

grange 公式为

L = J(U, V )− η1(UTU − Il1)−

η2(V TV − Il2) +
n∑

i=1

λi

(
C∑

k=1

µik − 1

)
(22)

将式 (22) 对 µik 求偏导数并令其为 0, 得:

µik =
(

λi

m(γ‖Yi − Y k‖2
F )− ‖Y k − Y ‖2

F

) 1
m−1

(23)
又因为

∑C

j=1 µij = 1, 所以有

λ
1

m−1
i =

1
C∑

j=1

(γ‖Yi − Y j‖2
F − ‖Y j − Y ‖2

F )
1

m−1

(24)
将式 (24) 代入式 (23), 可得式 (25) (见下页).
同理可得 S̃ 第 k 类的模糊聚类中心:

Y k =

n∑
i=1

µm
ik

(
Yi − 1

γ
Y

)

n∑
i=1

µik

(
1− 1

γ

) (26)

一般要求模糊隶属度满足 µik ∈ [0, 1], 且由于
模糊常数 m 的选择都要求式 (25) 的分子内部表达
式大于 0, 然而当某样本 Xi 经过双向二维特征提

取后, 到第 k 类聚类中心的距离小于或等于第 k 类

聚类中心到总体均值的距离的 1/
√

γ 倍 (即满足式
(24)) 时, 将使得式 (25) 分子内部表达式为小于或
等于 0的数, 从而导致无法使用式 (25)求解样本Xi

相对于第 k 类的模糊隶属度, 因此有必要通过其他
方法来解决这一问题.

tr(UT(Xi −Xk)V V T(Xi −Xk)TU) ≤
1
γ

tr(UT(Xk −X)V V T(Xk −X)TU) (27)

通过研究满足式 (27) 的样本所具有的直观几何
含义后发现, 当某个样本 Xi 能满足式 (27), 那么可
以认定该样本严格隶属于第 k 类, 即将该样本硬划
分到第 k 类, 也即规定 µik = 1, µij = 0 (k 6= j). 下
面通过一个具体的例子 (见图 1)[28] 说明上述规定的
合理性.
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µik =
(‖Yi − Y k‖2

F − 1
γ
‖Y k − Y ‖2

F )
1

m−1

C∑
j=1

(‖Yi − Y j‖2
F − 1

γ
‖Y j − Y ‖2

F )
1

m−1

=

(tr(UT(Xi −Xk)V V T(Xi −Xk)TU)− 1
γ

tr(UT(Xk −X)V V T(Xk −X)TU))
1

m−1

C∑
j=1

(tr(UT(Xi −Xj)V V T(Xi −Xj)TU)− 1
γ
tr(UT(Xj −X)V V T(Xj −X)TU))

1
m−1

(25)

图 1 硬划分示意图

Fig. 1 Sketch map of the crisp section

其中, “○” 和 “□” 表示两类样本, “×”、“◇” 分别
表示两类样本的聚类中心, “☆” 表示总体样本均值,
ωωω = U = V ∈ R2×1, γ = 1, “Crisp boundary” 表
示硬划分边界, “↔” 连接的两个硬划分编辑的区域
为硬划分区域.
对图 1 中加 “•” 的样本进行理论分析后, 发现

这些样本确实能满足式 (27), 因此不能使用式 (25)
计算这类样本所对应的模糊隶属度, 但依据这些样
本在图 1 中所具有的直观几何含义, 可以将这一类
型的样本进行硬划分处理, 因此从这一层面上讲, 上
述硬划分的规定是合理的, 类似的方法在文献 [34]
中也得到了成功的运用.

式 (25) 和式 (27) 也反映了参数 γ 的重要性,
这是因为该参数一定程度上决定了被硬划分样本

的数目, 同时也决定了会不会出现某一个样本被硬
划分多次的情况, 因此有必要探讨该参数的设定问
题.

2.3.1 调节参数 γγγ 的设定

式 (25) 和式 (27) 表明, 参数 γ 一定程度上决

定着聚类的效果, 特别是在判断一个样本是否采用
硬划分时尤为重要. 从直观意义上看, 为了避免一个

样本被多次硬划分到不同的类, 一般最好要求该样
本被双向投影后到某类聚类中心的距离应该小于或

等于不同类别中心之间最小距离的 1/
√

N (N ≥ 4)
倍. 因此, 根据这一直观的含义并通过如下定理可以
在一定程度上解决参数 γ 设定的问题, 同时也可以
避免出现同一样本被硬划分多次的情况.
定理 2. 设某样本 Xi, 第 k 类聚类中

心 Xk 和总体均值 X 分别经过双向二维投影

后, 如果令 γ = max {γ1, · · · , γC}, 其中 γk =
N maxj tr(UT(Xj−X)V V T(Xj−X)TU)

mink 6=k∗ tr(UT(Xk∗−Xk)V V T(Xk∗−Xk)TU)
(N ≥ 4), 则

式 (27) 可以写为

tr(UT(Xi −Xk)V V T(Xi −Xk)TU) ≤
1
N

min
k 6=k∗

tr(UT(Xk∗ −Xk)V V T(Xk∗ −Xk)TU)

(28)

证明. 根据式 (27), 有:

tr(UT(Xi −Xk)V V T(Xi −Xk)TU) ≤
1
γk

tr(UT(Xk −X)V V T(Xk −X)TU) (29)

根据定理的假设前提, 将 γk 代入式 (29) 并
运用 maxj tr(UT(Xj − X)V V T(Xj − X)TU) ≥
tr(UT(Xk − X)V V T(Xk − X)TU) 的条件可得式
(28). ¤
根据定理 2 可知, 调节参数 γ 的设定方法具有

较为明显的几何直观含义, 从而一定程度上有利于
提高聚类的稳定性. 同时式 (28) 也表明了参数 N

对模糊聚类效果的影响, 即 N 越大, 该样本被硬划
分的可能性越小, 反之该样本被硬划分的可能性越
大,从而也说明在聚类过程中, N 决定了被硬划分样

本的数目. 因此从 N 的极限形式来看, 当 N → ∞
时, 该聚类过程可以进化为绝对的模糊聚类过程; 当
N → 0 时, 该聚类过程退化为经典的硬划分聚类.

2.4 确定数据集 D̃DD 的模糊聚类中心

为了有效地实现第 2.2 节和第 2.3 节的功能, 还
需解决一个关键的问题: 基于数据集 D̃ 的第 k 类聚
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类中心 Xk 如何进行有效的计算. 该矩阵不但会影
响算法 1 计算式 (11) 的近似解, 在一定程度上也会
影响最终模糊聚类的效果, 因此有必要讨论该设定
问题.
然而, 由于式 (11) 中同时存在双向特征提取矩

阵 U 和 V , 从而导致通过求解满足式 (11) 的必要条
件直接求解 Xk 尤为困难. 而在第 2.2 节中假设 U

和 V 是正交矩阵, 这为在一定程度上有效求解 Xk

提供了思路.
定理 3. 假设 U 和 V 是正交矩阵, 如果式 (11)

有解, 则:

Xk =

n∑
i=1

µm
ik(Xi − 1

γ
X)

n∑
i=1

µm
ik(1−

1
γ

)
(30)

证明. 根据定理假设 V 是正交矩阵并结合式

(11) 对应的 Lagrange 公式 (22), 则满足式 (11) 必
须有: ∂L

∂Xk
= 0, 则有:

2UT

n∑
i=1

µm
ik(Xk −X)U =

− 2γUT

n∑
i=1

µm
ik(Xi −Xk)U (31)

又因为根据定理假设前提 U 是正交矩阵, 所以
有:

n∑
i=1

µm
ik(Xk −X) = −γ

n∑
i=1

µm
ik(Xi −Xk) (32)

则有:
n∑

i=1

µm
ik(γ − 1)Xk =

n∑
i=1

µn
ik(γXi −X) (33)

所以式 (30) 成立. ¤
从定理 3 可知, 在运行算法 1 时, 如果取满足式

(30) 的 Xk, 那么所得投影矩阵的近似值是近似程
度最好的而且是最稳定的. 同时通过观察式 (26) 与
式 (30) 发现, 当对式 (30) 中Xk 的两边分别同时作

用 UT 和 V 时, 所得到的变换矩阵正是式 (26) 中的
Yk, 即是数据集 D̃ 的第 k 类聚类中心 Xk 通过提取

后所得 Yk 即是数据集 S̃ 的第 k 类聚类中心, 这一
方法在许多有监督特征提取方法[22, 25−27] 中被广泛

使用, 以便在实现特征提取的同时尽可能地保持原
始输入样本内在的全局结构.
通过以上分析, 可得具有模糊聚类功能的双向

二维无监督特征提取方法: (2D)2UFFCA.
算法 2. (2D)2UFFCA

步骤 1. 给定误差控制量 ε, 最大迭代次数
maxIter, 令 p 的初值为 0 并随机产生模糊隶属度
矩阵 Λp = (µp

ik)n×C , 设定参数 γ, m, N , l1, l2 初始

值.
步骤 2. 根据式 (30) 计算初始聚类中心 Xp

k

(k = 1, · · · , C).
步骤 3. 根据算法 1 计算 Up ∈ Rm1×l1 和

V p ∈ Rm2×l2 .
步骤 4. 根据定理 2 设定参数 γ.
步骤 5. 计算模糊隶属度矩阵 Λp+1 =

(µp+1
ik )n×C : 对于 ∀Xi ∈ D̃, 如果该样本满足式 (28),

则令 µp+1
ik = 1, µp+1

ij = 0 (k 6= j). 否则使用式 (25)
求解 µp+1

ik .
步骤 6. 根据式 (30) 计算聚类中心 X

p+1

k (k =
1, · · · , C).
步骤 7. 如果 |J(U, V )p+1 − J(U, V )p| ≤ ε 或

p ≥ maxIter 时, 输出模糊隶属度矩阵 Λp+1, 聚
类中心 X

p+1

k (k = 1, · · · , C), 根据算法 1 计算投影
矩阵 Up+1 ∈ Rm1×l1 和 V p+1 ∈ Rm2×l2 . 否则令
p = p + 1, 转至步骤 3.

3 实验

通过测试相应的数据集来说明 (2D)2UFFCA
方法的基本聚类能力、处理大数据集的聚类能力和

处理矩阵模式数据的无监督特征提取能力. 仿真
实验运行的计算机系统为 Vista 操作系统、Inter
Core2 T5500 1.66 G CPU 处理器、1.5G 内存, 使
用Matlab 7.0 仿真软件包.

3.1 测试基本的聚类能力

UCI 数据集[35] 和基因数据集 Yeast galactose
data[36] 常被用来测试算法的聚类效果[28, 37]. 在本
测试过程中, 通过测试 UCI 数据的 5 个数据子集:
Iris 数据集、Glass 数据集、Lymphography 数据
集、Zoo数据集以及Yeast galactose data数据集说
明 (2D)2UFFCA方法的基本聚类能力. 为了反映本
文方法的有效性, 首先需要将上述 5 个矢量表示的
数据集转换成相应的矩阵模式, 如表 1 所示, 同时在
测试过程中令参数 ε = 1E − 5, maxIter = 100,
γ = 2, m = 2, n = 4, 并将测试精度 (Rand
index[38]) 和收敛性与 FCM 方法所得结果进行比

较, 如表 2 和图 2 所示.
为了说明本文方法参数 N 对模糊划分的影响,

分别令 N = 4, 400, 4 000, 40 000 来测试 Iris 数据
集, 并用该数据集的 150 个样本隶属于第一类的模
糊隶属度来加以说明, 如图 3 所示. 另一方面, 通过
分别测试 Yeast galactose data 数据集不同的矩阵
模式以及不同特征提取效果对精度的影响来说明本
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文方法的聚类效果与具体的矩阵模式的相关性, 如
图 4 所示.
通过对以上测试的分析, 在一定程度上可以得

到如下基本结论:
1) 表 2 中两种方法的聚类精度的比较结果以及

图 2 所表示的两种方法在处理 Iris 数据集的收敛性
对比说明 (2D)2UFFCA 算法具有基本的聚类能力.
在处理传统矢量模式数据特别是高维基因数据时,
只要选择合适的矩阵模式同时选取适当的列 (行) 投
影矩阵 U ∈ Rm1×l1 (V ∈ Rm2×l2) 就可以取得较为
合理的聚类效果, 从而一定程度上说明本文方法在
处理传统模式数据时不会因为使用矩阵模式而降低

方法的聚类有效性.

图 2 (a) 是本文方法取 l1 = 2, l2 = 1 时测试
Iris 数据的收敛性表现, 从图中看出, 本文方法只需
迭代 12 次就可以满足相应的收敛条件, 从而一定程
度上可以说明两个问题: a) 本文方法在实验过程中
满足 |J(U, V )p+1 − J(U, V )p| ≤ ε 时退出, 这表明
在使用矩阵模式处理相应数据时一定程度上可以保

证迭代收敛; b) 本文方法具有较好的收敛速度.
2) 图 3 是本文方法选取不同参数 N 并结合

l1 = 2, l2 = 1 的情况下通过测试 Iris 数据集得到
的, 表明参数 N 对模糊划分程度的影响. 当选取
N = 4, 400, 4 000 时, 在 150 个样本中分别有 135,
24, 2 个样本属于硬划分 (分别对应图 3 (a)∼ 3 (c)),

表 1 Iris, Glass, Lymphography, Zoo, Yeast galactose data 数据集

Table 1 Iris, Glass, Lymphography, Zoo, and Yeast galactose data datasets

Datasets Number of samples Number of features Number of subjects Matrix model

Iris 150 4 3 2× 2

Glass 214 9 6 3× 3

Lymphography 148 18 4 6× 3

Zoo 101 16 5 4× 4

Yeast galactose data 205 80 4
10× 8

8× 10

表 2 对 Iris, Glass, Lymphography, Zoo, Yeast galactose data 数据集的识别精度比较

Table 2 Comparison of recognition performances on Iris, Glass, Lymphography, Zoo, and Yeast galactose data datasets

Algorithm
Datasets

Iris Glass Lymphography Zoo Yeast galactose data

FCM 0.893 0.7117 0.5820 0.7992 0.85567

(2D)2UFFCA
0.92671

(l1 = 2, l2 = 1)

0.73454

(l1 = 3, l2 = 2)

0.59469

(l1 = 4, l2 = 1)

0.8996

(l1 = 2, l2 = 4)

0.9847 (10× 8)

(l1 = 3, l2 = 4)

0.97972 (8× 10)

(l1 = 2, l2 = 4)

(a) (2D)2UFFCA 算法

(a) (2D)2UFFCA method

(b) FCM 算法

(b) FCM method

图 2 (2D)2UFFCA 和 FCM 方法收敛性比较

Fig. 2 Comparison of iterative convergence on (2D)2UFFCA and FCM methods
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而当 N = 40 000 时则没有一个样本被硬划分 (对应
图 3 (d)), 这充分说明本文方法中的参数 N 确实起

到了控制模糊划分的作用, 从而验证定理 2 中参数
N 所具有的性质. 通过测试发现, 随着参数N 增大,
本文方法的聚类精度也有所提高, 如当 N = 4 时精
度为 0.926 71, 而当 N = 400, 4 000, 40 000 时精度
可达 0.957 49, 这说明本文方法具有作为模糊聚类方
法的基本特点, 即模糊程度越高一般越能反映样本
的客观分类.

3) 图 4 是本文方法在测试基因数据集 Yeast
galactose data 时分别选取 10 × 8 和 8 × 10 两种
矩阵模式对应的聚类精度示意图. 从图中可以看出,
当将数据集 Yeast galactose data 转换成不同的矩
阵模式时, 本文方法的测试精度有一定的差异性, 这
说明其聚类效果一定程度上依赖于相应的矩阵模式.
同时还可以看出, 相对同一种矩阵模式, 不同列 (行)
方向的特征提取效果也在一定程度上影响本文方法

的有效性.

(a) N = 4 (b) N = 400

(c) N = 4000 (d) N = 40 000

图 3 参数 N 对 (2D)2UFFCA 算法模糊划分的影响

Fig. 3 Influence of parameter N on fuzzy partition of (2D)2UFFCA

(a) 10× 8 (b) 8× 10

图 4 不同矩阵模式对 (2D)2UFFCA 方法的聚类效果的影响

Fig. 4 Influences of matrix models on clustering result of (2D)2UFFCA
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3.2 测试大数据集的聚类效果

为了有效地说明本文方法具有较强的

模糊聚类能力, 选取 1 个 UCI 数据子集[36]

— Shuttle 数据集, 以及手写体数字数据集
USPS、MNIST (http://www.cs. uiuc.edu/homes/
dengcai2/) 的 2 个数据子集共 3 个大容量数据集来
测试本文方法, 如表 3 和图 5 所示. USPS、MNIST
作为两种具有矩阵模式的图像数据, 分别有
9 298、4 000个样本,为了提高测试效率,在本测试过
程中在上述两种数据集中分别随机选取 2 500、2 160
个样本作为测试样本.
为了测试本文方法在处理大数据集时的聚类

效果, 使用 FCM、FCS[34] 方法与 (2D)2UFFCA 方
法进行测试比较. 从散度的角度上讲, 上述三种
方法具有一定的可比较性[34]. 在测试过程中令
FCS 方法中 η = 2, β = 0.5, 本文方法中 γ = 2,
其他两种方法中共有的参数则令为 ε = 1E− 5,
maxIter = 50, m = 2. 测试精度比较见表 4.

通过对上述实验结果的分析, 可以得到如下结
论:

1) 本文方法具有较强的聚类能力. 特别是在处
理矢量模式的大容量 Shuttle 数据集时, 尽管将该数
据转换成矩阵模式加以处理, 但并没有降低对该数
据集的识别能力, 这在一定程度上说明本文方法具
有处理大容量矢量模式数据的模糊聚类能力.

2) 在处理两种手写体数据集时, 本文方法与
FCM、FCS 方法相比具有更好的聚类精度. 如在测
试 USPS 数据时, 本文方法可以有效聚类 2 124 个
样本, 分别比 FCS 和 FCM 方法多识别 401 个和
739 个样本; 在测试 MNIST 数据时本文方法可以
有效识别 1 580 个样本. 这是因为手写体图像数据

是典型的矩阵模式数据, 而本文方法在测试上述两
种数据集时, 并没有将矩阵模式转换为矢量模式进
行处理, 而是对矩阵模式数据直接进行模糊聚类, 较
好地保持了原图像数据间的空间结构信息, 从而提
高了模糊聚类能力; 同时由于本文方法在实现模糊
聚类的过程中充分地使用了适合图像数据的特征提

取技术, 也即本文方法能根据聚类过程中所得到的
双向二维特征变换矩阵来实现原图像数据的特征降

维, 使得变换后的数据显得更为简单, 从而提高模糊
聚类的效果. 尽管 FCM、FCS 方法也考虑了类内散
度矩阵和类间散度矩阵对模糊聚类的影响, 但显然
不具备本文方法通过使用特征提取技术来实现类间

最大、类内最小的这一技术.

3.3 测试特征提取能力

为了有效说明 (2D)2UFFCA 方法的无监督的
特征提取能力, 在本测试过程中使用两个经典的
人脸图像数据集: ORL (32 × 32)、Yale (32 × 32)
(http://www.cs.uiuc.edu/homes/). ORL 数据集
包含 40 个类别的样本, 每一类别由 10 种不同的人
脸表情组成, 如图 6 所示; Yale 数据集包含 15 个类
别的人脸图像, 每一类由 11 种不同表情的人脸图像
组成, 如图 7 所示.
在测试过程中, 使用 4 种无监督的特征提取方

法: PCA, 2DPCA, (2D)2PCA, FLDC 方法与本文
的 (2D)2UFFCA方法进行测试比较. 在此过程中分
别选取上述两种人脸图像数据集中每类的前 2 个、3
个、4 个和 5 个样本作为训练样本, 剩余样本作为测
试样本, 为了更好地表现文中算法 1 所具有的特征
值分解的效率和 (2D)2UFFCA 方法总体特征提取
的效果, 分别从测试精度 (最近邻分类器 1-NN)、特
征提取维数和一次特征值分解所消耗的CPU时间

表 3 Shuttle, USPS, MNIST 数据集

Table 3 Shuttle, USPS, and MNIST datasets

Datasets Number of samples Number of features Number of subjects Matrix model

Shuttle 14 500 9 7 3× 3

USPS 2 500 256 10 16× 16

MNIST 2 160 784 10 28× 28

表 4 Shuttle, USPS 和MNIST 数据集的识别精度比较

Table 4 Comparison of recognition performances on Shuttle, USPS, and MNIST datasets

Algorithm
Datasets

Shuttle USPS MNIST

FCM 0.4267 0.5540 0.5821

FCS 0.46295 0.6890 0.5830

(2D)2UFFCA
0.5666

(l1 = 3, l2 = 1)

0.84953

(l1 = 2, l2 = 10)

0.73552

(l1 = 19, l2 = 3)
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来加以说明. 在此测试过程中, 令 FLDC 方法和本
文方法中的调节参数分别为 γ = 0.1 和 γ = 2, 两
者具有的相同参数设定为 ε = 1E − 5,maxIter =
30,m = 2, 且假设在测试 PCA 和 FLDC 方法时将
测试图像投影到 d 维子空间, 测试 2DPCA 方法时
将测试图像投影到 32 × d 的张量子空间, 而在测试
(2D)2PCA 和本文方法时则将测试图像投影到 d2

(即 l1 = l2 = d) 的张量子空间. 测试结果见表 5、表
6 和图 8.
根据测试两类人脸识别数据所得的结果, 可以

得到如下结论:
1) 从测试精度和特征提取的维数上来看, 表 5、

表 6 反映出 (2D)2UFFCA 方法具有较强的特征提
取能力, 说明本文方法由于引进了模糊理论而使得
特征提取效果更符合人脸图像所处的现实外部环境,
如光照的强弱特点等[39], 提高了特征提取后的分类
精度. 尽管 FLDC 方法也是通过引进模糊理论实现
特征提取, 但从实验结果来看该方法的特征提取效
果同本文方法相比还略显不足. 这是由于 FLDC 方
法只能处理矢量模式数据, 而没有充分考虑人脸图
像数据之间具有的空间结构信息, 特别是 FLDC 方
法将求解模糊隶属度和实现特征提取作为两个独立

的过程来实现, 而本文的方法则将求解隶属度与实
现特征提取进行了有机的统一, 从而在一定程度上

(a) USPS (b) MNIST

图 5 手写体图像数据 0∼ 9

Fig. 5 Examples of handwritten digits from 0 to 9

图 6 ORL 数据集中某一类所有图像

Fig. 6 All images in a certain class in ORL datasets

图 7 Yale 数据集中某一类所有图像

Fig. 7 All images in a certain class in Yale datasets

表 5 对 ORL 数据集识别效果比较

Table 5 Comparison of recognition performances on ORL datasets

Number of

training samples
2 3 4 5

Algorithm
Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

PCA
0.6938

(73)
16.7701

0.71786

(121)
15.9121

0.80417

(156)
14.8201

0.84

(201)
14.2117

FLDC
0.6938

(214)
59.264

0.7250

(276)
56.16

0.82083

(403)
63.753

0.855

(446)
64.975

2DPCA
0.71875

(13×32)
0.014

0.76429

(18×32)
0.014

0.8625

(14×32)
0.015

0.89

(7×32)
0.014

(2D)2PCA
0.72188

(102)
0.017

0.76786

(192)
0.016

0.8667

(182)
0.016

0.905

(182)
0.018

(2D)2UFFCA
0.72813

(202)
0.019

0.7750

(182)
0.024

0.8708

(172)
0.029

0.905

(172)
0.034
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表 6 对 Yale 数据集识别效果比较

Table 6 Comparison of recognition performances on Yale datasets

Number of

training samples
2 3 4 5

Algorithm
Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

Accuracy

(Dimension)

Time

(s)

PCA
0.4222

(29)
18.1741

0.45

(44)
17.4409

0.52381

(57)
17.1757

0.5778

(74)
16.6297

FLDC
0.4444

(189)
59.906

0.45

(153)
57.843

0.54286

(340)
62.285

0.6

(249)
59.748

2DPCA
0.5778

(7×32)
0.015

0.63333

(7×32)
0.016

0.67619

(6×32)
0.014

0.71111

(7×32)
0.015

(2D)2PCA
0.5778

(72)
0.016

0.63333

(82)
0.015

0.68571

(82)
0.015

0.71111

(82)
0.017

(2D)2UFFCA
0.5778

(82)
0.051

0.64167

(72)
0.062

0.69524

(82)
0.073

0.73333

(62)
0.079

(a) ORL 数据集

(a) ORL datasets

(b) Yale 数据集

(b) Yale datasets

图 8 不同训练样本数对 (2D)2UFFCA 方法特征提取效果的影响

Fig. 8 Performances of (2D)2UFFCA method with different numbers of training samples

提高了图像样本模糊隶属度的区分度, 再次进行特
征提取时会反映不同样本对特征提取效果的贡献程

度.
2) 从进行特征值分解所消耗的 CPU 时间来看,

本文使用算法 1 来求解满足式 (11) 的 U 和 V 近似

值具有一定的有效性, 同时在实验过程中也尝试使
用文献 [32] 中的迭代方法来求解, 所得 CPU 时间
是算法 1 的 1 000 倍左右, 从而说明算法 1 是可行
的.

3) 从图 8 可以看出, 本文方法随着训练样本数
量的增加, 测试精度不断提高, 从而在一定程度上反
映特征提取效果与训练样本数目之间成某种正比例

的关系, 这符合作为一种无监督特征提取方法所应
具备的基本条件.

4 总结

本文运用模糊技术和张量理论, 提出一种矩
阵模式的模糊最大间距判别准则, 并在此基础上
形成具有模糊聚类功能的双向二维特征提取方法

(2D)2UFFCA. 该方法不但能直接实现矩阵模式数
据的无监督聚类, 而且还可以对矩阵模式数据进行
双向二维特征提取, 实现特征降维. 同时从理论上较
好地解决了矩阵模式的模糊最大间距判别准则中的

调节参数 γ 的问题, 并提出一种能有效求解计算矩
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阵模式数据的正交投影变换矩阵的方法. 最后通过
测试 UCI 数据集、手写体数据集和人脸图像数据集
表明本文方法的有效性. 但从另一方面来说, 文献
[40] 中的方法在实现特征提取后又使用了具有明确
直观含义的特征选择方法来进一步降低特征的冗余

度, 从而提高了算法特征降维的效果. 因此, 研究如
何引进合适的特征选择技术将是我们的下一个研究

目标. 此外, 由于算法 1 计算得到的投影矩阵 U 和

V 会直接影响到本文方法的聚类效果和特征提取能

力, 因此如何改进算法 1 以提高方法的稳定性, 也将
是我们面临的难题.
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