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求解混合流水车间调度问题的分布估计算法

王圣尧 1 王 凌 1 许 烨 1 周 刚 1

摘 要 针对混合流水车间调度问题 (Hybrid flow-shop scheduling problem, HFSP) 的特点, 设计了基于排列的编码和解

码方法, 建立了描述问题解空间的概率模型, 进而提出了一种有效的分布估计算法 (Estimation of distribution algorithm,

EDA). 该算法基于概率模型通过采样产生新个体, 并基于优势种群更新概率模型的参数. 同时, 通过实验设计方法对算法参数

设置进行了分析并确定了有效的参数组合. 最后, 通过基于实例的数值仿真以及与已有算法的比较验证了所提算法的有效性

和鲁棒性.
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An Estimation of Distribution Algorithm for Solving Hybrid

Flow-shop Scheduling Problem
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Abstract According to the characteristics of the hybrid flow-shop scheduling problem (HFSP), the permutation based

encoding and decoding schemes are designed and a probability model for describing the distribution of the solution space

is built to propose an effective estimation of distribution algorithm (EDA) in this paper. It generates new individuals by

sampling based on the probability model and updates the parameters of the probability model with the superior population.

Moreover, the influence of parameter setting is investigated based on design of experiment and suitable parameter values

are suggested. Simulation results based on some instances and comparisons with some existing algorithms demonstrate

the effectiveness and robustness of the proposed algorithm.

Key words Hybrid flow-shop scheduling (HFSP), estimation of distribution algorithm (EDA), probability model, design

of experiment

混合流水车间调度问题 (Hybrid flow-shop
scheduling problem, HFSP)[1] 最早是基于石化工
业背景提出的[2]. HFSP 具有很强的工程背景, 大
量生产、制造、装配、运输、合成过程中的调度问

题以及互联网服务、集装箱搬运等问题均可归结为

HFSP. HFSP 是传统流水车间调度与并行机调度的
综合, 具有流水作业和并行机的特征, 求解难度大,
即使是两阶段 HFSP 也是 NP-hard 问题[3]. 因此,
HFSP 的研究具有重要的学术意义和应用价值.
传统 HFSP 按并行机类型可分为三类: 1) 相同

并行机HFSP[4], 即每一阶段上同一工件在任一台并
行机器上的加工时间相同; 2) 均匀并行机 HFSP[5],
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即每一阶段上同一工件在任一台并行机器上的加工

时间与该台机器的加工速度成反比; 3) 不相关并行
机HFSP[6], 即每一阶段上同一工件在任两台并行机
器上的加工时间互不相关, 而取决于工件与机器的
匹配程度. 本文讨论不相关并行机 HFSP.

HFSP 的求解方法早期主要是精确算法[7] 和

启发式方法[8]. 精确算法在理论上能得到最优解,
但其计算时间难以接受, 通常只适于小规模问题.
启发式方法可在较短时间内构造解, 但难以保证
质量. 近年, 求解 HFSP 的智能方法得到了研究,
如遗传算法 (Genetic algorithm, GA)[9]、模拟退
火 (Simulated annealing, SA)[10]、禁忌搜索 (Tabu
search, TS)[11]、蚁群算法 (Ant colony optimiza-
tion, ACO)[12]、微粒群优化 (Particle swarm opti-
mization, PSO)[13]、人工免疫系统 (Artificial im-
mune system, AIS)[14]、蛙跳算法 (Shuffled frog
leaping algorithm, SFLA)[15] 等.

分布估计算法 (Estimation of distribution al-
gorithm, EDA)[16] 是一种新颖的群体进化算法, 近
些年在最早的 EDA 模型 PBIL (Population based
incremental learning)[17] 的基础上按模型的复杂度
和变量间的相互关系相继提出了变量无关 EDA、双
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变量相关 EDA 及多变量相关 EDA[18]. 目前, EDA
已在特征选择、癌症分类、模式匹配、神经网设计、

护理调度、二次分配、结构设计等问题上得到了研

究与应用[18]. 然而, 文献调研表明 EDA 在 HFSP
上至今尚无研究. 本文针对不相关并行机 HFSP 提
出一种基于排列的编码和解码方法, 设计描述问题
解空间的概率模型及其更新机制, 进而提出一种有
效的 EDA, 并通过实验设计方法对参数设置进行了
分析. 最后, 通过数值仿真和算法比较验证所提算法
的有效性及鲁棒性.

1 混合流水线调度问题

记 Ji 为工件序号, i = 1, 2, · · · , n, 其中 n 为工

件总数; mj 为每一阶段的机器数, j = 1, 2, · · · , S,
其中 S 为阶段总数; ti,j,k 为工件 Ji 第 j 道工序在第

k 台机器上的加工时间; si,j,k 为工件 Ji 第 j 道工序

在第 k 台机器上开始加工时间; ei,j,k 为工件 Ji 第 j

道工序在第 k 台机器上的加工完成时间; Ci 为工件

Ji 的加工完毕时间; Cmax = max{C1, C2, · · · , Cn}
为最大完成时间. 不相关并行机 HFSP 可描述为 n

个工件在流水线上进行 S 个阶段的加工, 各阶段至
少有一台机器且至少有一个阶段存在并行机, 同一
阶段上各机器加工同一工件的加工时间有所不同,
在每一阶段各工件均要完成一道工序, 但各工件的
每道工序可在相应阶段上的任意一台机器上加工,
已知工件各道工序在各机器上的处理时间, 要求确
定所有工件的排序以及每一阶段上机器的分配情况,
使得最大完工时间最小. 图 1 给出了问题的一个图
例.

图 1 HFSP 图例

Fig. 1 An example of the HFSP

HFSP 通常假设: 工件一旦开始加工便不可中
断; 一台机器同一时刻只能加工一个工件; 一个工件
同一时刻只能在一台机器上加工; 工件可在每阶段
的任意一台机器上加工. 基于文献 [2] 的数学模型,
本文给出不相关并行机 HFSP 的数学模型如下:

minCmax (1)

s.t.
n∑

i=1

xi,l = 1, l = 1, 2, · · · , n (2)

n∑
l=1

xi,l = 1, i = 1, 2, · · · , n (3)

mj∑
k=1

yi,j,k = 1, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · , S (4)

ei,j,k = si,j,k + ti,j,k, i = 1, 2, · · · , n;

j = 1, 2, · · · , S; k = 1, 2, · · · ,mj (5)

ei,j,k ≤ si,j+1,k′ , i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,

S − 1; k = 1, 2, · · · ,mj; k′ = 1, 2, · · · ,mj+1 (6)
n∑

i=1

xi,lsi,1,k ≤
n∑

i=1

xi,l+1si,1,k, i = 1, 2, · · · , n

l = 1, 2, · · · , n− 1; k = 1, 2, · · · ,m1 (7)
n∑

i=1

xi,l1yi,j,kei,j,k ≤
n∑

i=1

xi,l2yi,j,ksi,j,k′ + (1−
n∑

i=1

xi,l2yi,j,k)L, l1, l2 = 1, 2, · · · , n; l1 ≤ l2;

j = 1, 2, · · · , S; k, k′ = 1, 2, · · · ,mj (8)

xi,l =

{
1, 若工件 i 被安排在第 l 个位置

0, 否则
(9)

yi,j,k =

{
1, 若工件 i 的工序 j 在机器 k 上

0, 否则
(10)

其中, 式 (1) 为调度性能指标; 式 (2) 确保每个优先
级位置只能对应一个工件; 式 (3) 确保每个工件只
有一个优先级位置; 式 (4) 表示任一阶段每个工件
只能在一台机器上加工; 式 (5) 表示同一阶段上工
序完成时间和开始时间的关系; 式 (6) 表示同一工
件不同工序间的先后制约关系; 式 (7) 表示第一阶
段上调度排列中排位越前的工件开始处理时间越早;
式 (8) 表示同一阶段分配在同一机器上的工件排位
靠后的工件必须等靠前的工件加工完毕后才可进行

加工, 当处于不同位置的工件不在同一阶段的同一
机器上加工时, 式 (8) 中 L 数值较大以保证不等式

恒成立.

2 分布估计算法

EDA 是一种新型的基于概率模型的群体进化
算法, 不采用传统 GA 的交叉和变异操作, 而是通过
一个概率模型描述候选解在空间的分布, 采用统计
学习手段从群体宏观的角度建立一个描述解分布的

概率模型, 然后对概率模型随机采样产生新种群, 进
而实现种群的进化. 标准 EDA 的流程如下:
步骤 1. 初始化种群;
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步骤 2. 选择优势群体;
步骤 3. 构建概率模型;
步骤 4. 随机采样;
步骤 5. 生成新群体;
步骤 6. 判断终止条件是否满足. 是, 则输出优

化结果; 否则, 转至步骤 2.
可见, 概率模型是 EDA 的核心, EDA 通过概

率模型及其更新来描述解分布以及种群的整体进化

趋势. 根据具体问题的不同, 需设计合适的概率模型
及其更新机制.

3 求解HFSP的分布估计算法

3.1 编码和解码

种群中每一个个体对应问题的一个解, 个体采
用排列编码, 长度为 n, 即取所有工件序号的排列作
为一个个体, 工件号在排列中的位置表示其在第一
阶段的加工顺序. 例如, 对于有 6 个工件的问题, 个
体 {6, 5, 2, 3, 1, 4}表示在加工的第一阶段工件 6
最先加工, 其次是工件 5 和工件 2, 工件 4 最后加
工.
对于一个编码排列, 按照机器分配规则依次将

所有工件分配到各阶段机器上, 形成一个可行调度
并计算目标值的过程称为解码. HFSP 的解码可分
为两部分: 工件的排序和机器的分配.
在工件排序部分, 针对 HFSP 多阶段加工的

特点, 采用如下策略: 第一阶段 (j = 1) 按照编码
确定工件安排的先后顺序, 后续阶段基于先到先
加工方式确定操作序列, 即对于 j (j > 1) 阶段所
有工件按照前一阶段的完成时间排定顺序, 前阶段
先完成的先加工, 若几个工件在前一阶段的完成
时间相同, 则随机确定这些工件的加工顺序. 在机
器分配部分, 基于原有最先空闲机器 (First avail-
able machine, FAM) 规则[19], 提出如下机器分配规
则:

步骤 1. j = 1;
步骤 2. 根据各工件在阶段 j 上的加工顺序

依次判断每个工件 Ji 在阶段 j 上第 k 台机器上的

最早允许加工时间, 即机器 k 的释放时间 rk 和 Ji

在阶段 j − 1 上的完成时间 Ci,j−1 之间的最大值

max(rk, Ci,j−1), 其中 Ci,0 = 0;
步骤 3. 对于每个 Ji, 根据 max(rk, Ci,j−1) +

ti,j,k 选择值最小的机器作为 Ji 的加工机器, 更新工
件 Ji 在第 j 阶段上的加工完成时间及机器 k 的释

放时间;
步骤 4. j = j + 1;
步骤 5. 重复步骤 2 ∼ 4 直到所有阶段加工完

成.
示例. 考虑如下 6 工件 3 阶段不相关并行机

HFSP, 假设每阶段都有两台可用机器 (工件可任选
一台机器进行加工). 各工件在每台机器上的加工时
间如表 1 所示. 个体 {6, 5, 2, 3, 1, 4}经上述解码
后所得调度的甘特图如图 2 所示, Cmax = 11.

表 1 加工时间

Table 1 Processing time

工件
阶段 1 阶段 2 阶段 3

机器 1 机器 2 机器 3 机器 4 机器 5 机器 6

1 2 2 4 3 1 1

2 2 3 2 3 2 1

3 4 3 2 3 2 2

4 2 3 1 1 2 1

5 4 2 2 1 4 5

6 1 2 3 2 3 6

图 2 示例对应调度的甘特图

Fig. 2 Gantt chart of the schedule for the example

3.2 种群初始化

为最大限度获得解空间的分布信息以构建概率

模型, 应保证初始种群的分散性, 因此, 算法采用随
机初始化的方法产生 Psize 个个体作为初始种群, 并
计算每个个体的目标值.

3.3 概率模型

EDA 通过构建概率模型并对其采样产生新种
群. 因此, 概率模型是否合适对 EDA 的性能起着决
定性的作用. 本文采用一个 n× n 维的矩阵 P 表示

解空间分布的概率模型, 其中 pij 表示工件 j 在解的

第 i 位上或之前出现的概率, 即在第一阶段的加工
顺序不晚于 i 的概率. 矩阵 P 从数值上反映不同工

件的加工优先关系: 对于若干优良解构成的群体, pij

越大, 表示工件 j 在第 i 位上或之前出现的频率越

大, 说明该工件提早加工会提升解的质量.
定理 1. 矩阵 P 是随机矩阵.
证明. 由于矩阵 P 的每一个元素 pij 都表示一

个事件发生的概率, 因此 pij ∈ [0, 1]. 对于一个确定
的位置 i, 所有工件不晚于第 i 位加工的频率之和必

然为 1, 即 ∀i, ∑n

j=1 pij = 1, 矩阵 P 的每行元素之

和均为 1. 因此, P 是随机矩阵. ¤
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算法选择初始种群中目标值最小的 SPsize 个个

体作为优势群体, 并基于优势群体初始化随机矩阵
P . 用 pij(l) 表示第 l 次迭代中随机矩阵 P 中的元

素, 算法按如下方式初始化随机矩阵 P :

pij(0) =
1

i · SPsize

SPsize∑
s=1

Is
ij(0), ∀i, j (11)

其中, Is
ij(l) 为如下定义的示性函数:

Is
ij(l) =

{
1,个体 s 中工件 j 在位置 i 上或之前出现

0,否则

(12)

可见, 算法根据初始种群中优势群体在解空间
中的分布初始化概率模型. 在随后的每次迭代中, 基
于随机矩阵 P 进行采样产生新群体. 在产生一个新
个体时, 从第 1 位到第 n 位顺序采样, 确定每个位
置的工件号. 对于待确定的第 i 个位置, 采用轮盘赌
的方式选择一个工件号, 工件 j 被选择的概率为 pij.
由于已选择的工件 j 不能在 i 之后的位置出现, 因
此令 pkj(k > i) = 0. 如此反复, 直至产生 Psize 个新

个体.

3.4 概率模型的更新机制

为了使概率模型准确表示解空间的分布及群体

的进化趋势, 采样产生新种群之后, 算法选择目标值
最小的 SPsize 个个体作为优势群体, 并基于优势群
体更新随机矩阵 P , 如下更新方法类似于机器学习
中的 Hebb 规则, 其中 α (0 < α < 1) 为学习速率.

pij(l + 1) =

(1− α)pij(l) +
α

i · SPsize

SPsize∑
s=1

Is
ij(l + 1) (13)

定理 2. 随机矩阵 P 每次更新后仍为随机矩阵.
证明. 显然, 对于第 l + 1 代的优势群体中任一

个体 s, 在位置 i 上或之前出现的所有工件号的总数

为 i, 即:
∑n

j=1 Is
ij(l + 1) = i,∀s. 则有

n∑
j=1

pij(l + 1) =

n∑
j=1

[
(1− α)pij(l) +

α

i · SPsize

SPsize∑
s=1

Is
ij(l + 1)

]
=

(1− α)
n∑

j=1

pij(l) +
α

i · SPsize

n∑
j=1

SPsize∑
s=1

Is
ij(l + 1) =

1− α +
α

i · SPsize

SPsize∑
s=1

n∑
j=1

Is
ij(l + 1) =

1− α +
α

i · SPsize

SPsize · i = 1

即, 第 l + 1 代的矩阵 P 仍然是随机矩阵. ¤
由定理 2 可知, 概率模型在算法迭代过程中的

“随机性” 保持不变.

3.5 算法流程

根据上述设计,求解HFSP的EDA流程如图 3.

图 3 求解 HFSP 的 EDA 流程图

Fig. 3 The framework of the EDA for the HFSP

可见, 算法根据概率模型采样生成新种群, 并基
于新种群中的优势群体更新概率模型. 本文设置最
大评价次数作为算法的终止条件.

3.6 算法关键操作复杂度分析

将种群中的个体解码生成可行调度时, 为阶段
j 的每个待加工工件 Ji 安排机器的计算复杂度均

为 O(mj), 解码的计算复杂度为 O(n
∑S

j=1 mj) =
O(mn), 其中 m 为机器总数. 采样概率模型产生新
个体时, 按照轮盘赌方式依次采样产生 n 个位置的

工件号, 其计算复杂度为 O(n2). 考虑种群规模, 产
生新种群的复杂度为 O(n2Psize). 选择优势群体更
新概率模型时, 对种群中个体快速排序的计算复杂
度为 O(Psize log Psize), 更新矩阵 P 的计算复杂度为

O(n(SPsize + n)). 综合解码、采样和更新过程可见,
EDA 的计算复杂性并不大.
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4 仿真测试和比较

选取两个不相关并行机 HFSP 实例进行性能测
试和算法比较. 实例 1 为某汽车发动机厂金加工车
间调度问题, 具体描述见文献 [9]; 实例 2 为钢铁生
产中炼钢–精炼–连铸–轧制的调度问题, 具体描述见
文献 [20].

4.1 参数设置及其影响

令优势群体规模 SPsize = η%Psize. 除 η 外,
EDA 还有两个关键参数种群规模 Psize 和学习速率

α. 首先, 利用实例 1 采用实验设计方法 (Design of
experiment, DOE)[21] 探讨参数对算法性能的影响.
各参数均取 4 个水平, 如表 2 所示. 算法在每种参
数组合下均独立运行 20 次, 设置总评价次数 10 000
作为终止条件, 20 次运行所得平均性能 AVG 作为
评价指标. 选择规模为 L16(43) 的正交实验, 正交表
和所得 AVG 如表 3 所示. 根据正交表, 各参数的极
差和重要程度如表 4 所示. 各参数对算法性能的影
响趋势如图 4 所示.

表 2 参数水平

Table 2 Parameter levels

参数
水平

1 2 3 4

Psize 20 30 40 50

η 10 20 30 40

α 0.1 0.3 0.5 0.7

表 3 正交表和 AVG 统计

Table 3 Orthogonal table and AVG values

参数组合
水平

AVG
Psize η α

1 1 1 1 23.95

2 1 2 2 23.65

3 1 3 3 24.00

4 1 4 4 24.10

5 2 1 2 23.60

6 2 2 1 23.70

7 2 3 4 23.95

8 2 4 3 23.80

9 3 1 3 23.90

10 3 2 4 24.00

11 3 3 1 23.85

12 3 4 2 23.80

13 4 1 4 24.20

14 4 2 3 23.80

15 4 3 2 23.80

16 4 4 1 24.00

由表 4可见,参数 α 的极差最大,这表明学习速
率 α 对算法性能影响最大. α 过大会导致种群早熟

收敛, 过小则会使种群收敛缓慢甚至不收敛. 影响程
度其次是种群规模 Psize, 在总评价次数一定时, Psize

过大导致算法迭代次数太少而达不到搜索深度, 过
小则不能对解空间进行有效采样和估计. 优势群体
的数量 SPsize 对算法性能影响最小, 但合理设置仍
有助于 EDA 建立一个准确的概率模型.

表 4 各参数响应值

Table 4 Response table

水平 Psize η α

1 23.9250 23.9125 23.8750

2 23.7625 23.7875 23.7125

3 23.8875 23.9000 23.8750

4 23.9500 23.9250 24.0625

极差 0.1875 0.1375 0.35

等级 2 3 1

图 4 各参数对算法性能影响的水平趋势

Fig. 4 Factor level trend of the parameters

基于上述分析, 兼顾算法优化质量和效率, 设置
参数如下: Psize = 30, η = 20, α = 0.3.

4.2 实验统计结果与比较

首先, 基于实例 1 考察 EDA 的性能. 实例 1 对
应某汽车发动机厂金加工过程, 车间要加工 12 个工
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件, 每个工件都有车、刨、磨 3 个工序, 现有 3 台车
床、2 台刨床和 4 台磨床, 每台机床的加工能力不
同, 具体加工时间如表 5 所示. 将 EDA 与 AIS[14],
GA[9], SFLA[15] 进行比较, 评价次数同为 10 000.
文献 [14] 仅给出 AIS 的 1 次仿真结果, 其他算法
则给出 10 次独立运行的仿真结果, 结果如表 6 所
示.

表 5 实例 1 的加工时间表

Table 5 Processing time of Problem 1

工件
阶段 1 阶段 2 阶段 3

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9

1 2 2 3 4 5 2 3 2 3

2 4 5 4 3 4 3 4 5 4

3 6 5 4 4 2 3 4 2 5

4 4 3 4 6 5 3 6 5 8

5 4 5 3 3 1 3 4 6 5

6 6 5 4 2 3 4 3 9 5

7 5 2 4 4 6 3 4 3 5

8 3 5 4 7 5 3 3 6 4

9 2 5 4 1 2 7 8 6 5

10 3 6 4 3 4 4 8 6 7

11 5 2 4 3 5 6 7 6 5

12 6 5 4 5 4 3 4 7 5

表 6 基于实例 1 的统计结果和比较

Table 6 Simulation results and comparison

of Problem 1

次数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

AIS 27

GA 30 27 26 27 29 27 26 27 26 28

SFLA 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24

EDA 23 24 23 23 23 23 24 24 23 24

由表 6 可见, EDA 能找到 Cmax = 23 的更优
良的解, 对应甘特图如图 5 所示. 就整体性能而言,
EDA 能够在 10 次独立运行中 6 次找到最优解, 平
均性能也优于其他算法. 因此, EDA 的寻优性能和
统计性能均好于已有的几种算法.

图 5 实例 1 最优调度的甘特图

Fig. 5 Gantt chart of the best solution for Problem 1

其次, 采用规模较大的实例 2 进行测试. 实例 2
对应钢铁生产中某炼钢–精炼–连铸–轧制过程, 有 3
台炼钢炉、3 台精炼炉、2 台铸机和 2 台轧机, 各台
机器的加工能力不同, 具体加工时间如表 7 所示. 将
EDA 与 GA[9], SFLA[15] 进行比较, 采用相同的评
价次数 18 000. 文献 [9] 仅给出 GA 一次仿真的结
果, EDA 独立运行 10 次仿真的结果如表 8 所示.

表 7 实例 2 的加工时间表

Table 7 Processing time of Problem 2

工件
阶段 1 阶段 2 阶段 3 阶段 4

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8 M9 M10

1 45 48 50 35 35 30 30 35 25 26

2 45 50 45 35 36 35 35 34 25 30

3 50 45 46 35 36 36 31 34 30 31

4 50 48 48 34 38 35 32 33 27 31

5 45 46 48 30 35 50 34 32 28 31

6 45 45 45 30 35 50 33 32 30 26

7 47 50 47 31 30 35 35 31 29 25

8 50 45 48 32 30 34 34 30 24 27

9 48 46 46 33 34 30 34 30 25 25

10 45 47 47 33 33 30 35 34 32 26

11 46 50 45 34 30 50 30 35 31 25

12 48 50 47 35 31 35 32 30 25 30

表 8 基于实例 2 的统计结果和比较

Table 8 Simulation results and comparison of Problem 2

次数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

GA 347

SFLA 297 313 297 297 313 310 313 311 316 306

EDA 297 297 297 297 298 297 297 298 298 298

由表 8 可见, EDA 的结果远好于 GA 和 SFLA
的结果, 而且 EDA 的结果相对比较鲁棒. 另外,
EDA 每次运行时间不超过 1 秒, 算法效率很高.

5 结论

本文首次提出了解决 HFSP 的一种分布估计算
法. 通过设计基于排列的编码和解码方法合理实现
调度解与搜索个体的转换, 通过基于优势群体构建
的概率模型采样产生新个体完成种群的进化, 通过
实验设计方法考察了参数设置对算法性能的影响并

给出了指导性的参数, 通过基于实例的数值仿真与
算法比较验证了算法的有效性和鲁棒性. 进一步的
工作是研究多目标调度问题的分布估计算法.
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