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概率图模型中的变分近似推理方法

程 强 1 陈 峰 1 董建武 1 徐文立 1

摘 要 概率图模型将图论和概率论相结合, 为多个变量之间复杂依赖关系的表示提供了统一的框架, 在计算机视觉、自然

语言处理和计算生物学等领域有着广泛的应用. 概率推理 (包括计算边缘概率和计算最大概率状态等问题) 是概率图模型研究

及应用的核心问题. 本文主要介绍概率图模型近似推理方法中变分推理的最新研究成果. 在变分近似推理的框架下, 系统地归

纳了概率图模型推理问题的基本研究思路, 综述了目前主要的近似推理方法, 并分析了近似算法的单调性、收敛性和全局性等

性质. 最后, 对概率图模型近似推理方法的研究方向和应用前景作了展望.
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Abstract Graphical models bring together graph theory and probability theory in a powerful and compact formalism

for multivariate statistical modeling. They have been successfully applied to a wide variety of fields, including computer

vision, natural language processing, and computational biology. Probabilistic inference, such as finding the most probable

assignment and computing the marginals, is the core problem to be solved in the applications of graphical models. In

this paper, a detailed survey of the achievements on variational approximate inference methods obtained in recent years

is presented. Besides, a discussion of future trend on approximate inference of graphical models is given.
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概率图模型[1−2] 是由图论和概率论结合而成的

描述多元统计关系的模型, 它为多个变量之间复杂
依赖关系的表示提供了统一的框架, 具有紧凑有效、
简洁直观的特点. 概率图模型推理问题从上世纪 90
年代开始被关注, 到目前为止已经发展了 20 多年.
由于概率图模型对大规模复杂系统简约而紧凑的表

示能力, 及其学习问题和推理问题的理论价值, 概率
图模型的研究和应用在这 20 多年中一直蓬勃地发
展着.
概率图模型在计算机视觉、自然语言处理、计
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算生物学, 以及控制理论、组合优化、统计物理学和
经济学等领域有着广泛的研究和应用. 概率图模型
在计算机视觉领域应用最为广泛, 立体匹配[3]、图像

分割[4]、光流估计[5]、图像去噪[6]、纹理合成[7]、图

像补全[8]、目标识别[8] 等计算机视觉问题都可以被

归结为概率图模型的推理问题. 在信号处理领域, 概
率图模型主要被用于自然语言处理中的词性标注[9]、

主题推理[10]、通信信号处理中的解码[11] 等问题.
此外, 信号处理中的很多算法都被证明与概率图模
型上信度传播推理算法等价, 例如低密度奇偶校验
码[12]、Turbo解码算法[11]、Kalman滤波算法[13−14]

等. 此外, 生物信息学中的很多问题也可以归结为概
率图模型的推理问题, 例如基因序列分析[15−16]、蛋

白质结构设计[17−18] 等问题.
概率图模型推理问题是具有良序结构的组合优

化问题, 除了应用领域广泛外, 其本身具有重要的研
究价值. 概率图模型的近似推理方法大致可分为变
分法和采样法两类. 变分法是将推理问题转化为目
标函数 (自由能) 最小化问题, 然后利用优化方法来
求解最优化问题[19]. 采样法是使用从概率图所表示
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的联合分布中采样得到的样本来近似边缘概率或者

最大概率状态[20]. 其中, 变分法是研究和应用较为
广泛的一种推理方法. 目前, 变分推理的研究思路
是从优化的角度, 特别是对偶优化的角度出发, 从目
标函数、约束范围、优化方法三个方面研究高效的

近似推理算法. “分解” 思想是变分近似的灵魂. 在
边缘概率问题的近似求解上, “分解” 思想的主要表
现是 “以简代繁”, 即把多变量的联合概率使用局部
变量的边缘概率的合理组合来近似. 在最大后验概
率状态问题的近似求解上, “分解” 思想的主要表现
是 “分而治之”, 即把原始复杂问题拆分成一个个简
单且容易解决的子问题, 然后再把每个子问题的解
整合成原始问题的近似解. 本文将系统地综述基于
“分解” 思想的变分近似推理方法.
本文的结构安排如下: 第 1节简要介绍概率图

模型及其推理问题; 第 2 节介绍概率图模型的精确
推理方法, 这是变分近似的基础; 第 3节归纳总结概
率图模型变分近似推理的发展阶段; 第 4 节和第 5
节分别对边缘概率问题和最大后验概率问题的变分

近似推理方法进行了系统综述. 最后, 第 6节对概率
图模型的变分近似推理方法及其应用前景进行了总

结和展望.

1 概率图模型及其推理问题

1.1 概率图模型简介

概率图模型 (或简称 “图模型”)[1−2] 是由图论

和概率论结合而成的描述多元统计关系的有效模型.
一个概率图模型可以用 G = (V, E) 表示, 其中 V =
{1, 2, · · · , N} 表示图上的结点集合, E ⊂ V × V 表
示图上的边集合. 每一个结点 s ∈ V 表示一个变量
Xs, 其状态空间记为 Xs, 状态空间 Xs 既可以是连

续的 (例如 Xs = R), 也可以是离散的 (例如 Xs =
{0, 1, · · · ,m − 1}), 离散状态空间概率图模型是研
究和应用最为广泛的一种模型, 本文将主要介绍该
类图模型上的变分近似推理方法.
常见的概率图模型包括贝叶斯网 (Bayesian

network)和马尔科夫随机场 (Markov random field,
MRF)[1−2], 图 1 显示了这两种图模型的基本形式.
贝叶斯网和马尔科夫随机场中的边都表示两个变量

之间的依赖关系, 它们分别通过条件概率表和势函
数来定量的表示这种依赖关系. 贝叶斯网所表示的
联合概率分布可表示为

p (xxx) =
∏
s∈V

ps

(
xs|xπ(s)

)
(1)

其中, xxx = {x1, x2, · · · , xm}, xπ(s) 表示变量 xs 的父

结点的集合. 马尔科夫随机场使用局部势函数乘积
的形式表示联合概率:

p (xxx) =
1

Zψ

∏
α∈Sα

ψα (xxxα) (2)

任何有向图模型都可以等价地转化为无向图模型[2],
“等价” 的意思是指保持其联合概率分布和变量之间
的条件独立关系不变. 此外, 在实际应用中, 马尔科
夫随机场的表示范围比贝叶斯网的表示范围更加广

泛. 因此, 在本文的后续介绍中, 如不特别强调, 概
率图模型一般指马尔科夫随机场. 不过, 贝叶斯网
能够蕴含比马尔科夫随机场更多的信息量, 例如贝
叶斯网中的有向边可以表示两个变量之间的因果关

系[21], 而这种因果关系在马尔科夫随机场中无法表
示.

(a) 贝叶斯网

(a) Bayesian network

(b) 马尔科夫随机场

(b) Markov random field

图 1 概率图模型示例

Fig. 1 Illustrations of graphical models

贝叶斯网和马尔科夫随机场都可以用因子图

(Factor graph)来表示[14]. 图 2显示了一个 2×2的
成对马尔科夫随机场及其因子图. 概率图模型还有
基于区域的表示方法, 例如团图 (Cluster graph)[22]

和连接树 (Junction tree)[23] 等. 虽然概率图模型的
各种表示方法形式各异, 但是它们都利用因子分解
的方式和条件独立性的假设紧凑的表示多个变量的

联合分布, 具体表现为: 1) 图结构所表示的变量独立
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性与变量之间马尔科夫性一致[21]; 2) 其表示的联合
概率分布可以用局部函数的乘积来表示.

(a) 2× 2 的成对马尔科夫随机场

(a) A 2× 2 pairwise MRF

(b) (a) 的因子图 (原结点用圆圈表示,

因子结点用方框表示

(b) The factor graph of (a) (Variables are denoted

by cycles and factors are denoted by squares.)

图 2 因子图示例

Fig. 2 The illustration of a factor graph

如果式 (2) 中的势函数只包含是单个变量的势
函数和被同一条边相连的两个变量的势函数, 那么
该马尔科夫随机场又被称为成对马尔科夫随机场

(Pairwise MRF), 其表示的联合概率分布如下所示:

p (xxx) =
1

Zψ

∏
s∈V

ψs (xs)
∏

(s,t)∈E
ψst (xt, xs) (3)

成对马尔科夫随机场是较常用到的一种概率图模型,
此外, 其他马尔科夫随机场都可以等价地转化为成
对马尔科夫随机场[1].

1.2 概率推理问题

概率图模型的应用需要解决结构学习、参数学

习和概率推理三个问题[2]. 结构学习是指在给定样
本数据的情况下, 估计出最符合数据间依赖关系的
概率图模型结构. 参数学习是指在给定概率图模型
结构的情况下, 通过样本数据估计出各个变量之间
定量的依赖关系, 如条件概率分布等. 概率推理是求
取部分变量或者所有变量的边缘概率或者最大概率

状态. 概率推理问题是概率图模型研究及应用的重
要问题, 原因之一是概率图模型应用的最终目的是
得到需要的推理结果, 这正在概率推理所关心的问
题, 原因之二是在很多结构学习和参数学习算法中,
需要概率推理算法作为中间步骤. 概率推理问题包
括计算部分变量的边缘概率、计算最大概率状态和

计算边缘化 –最大概率状态等问题. 计算部分变量
的边缘概率是求解如下问题:

p
(
xxxβ

)
=

∑

xxx\xxxβ

p (xxx) (4)

计算最大概率状态 (Maximum a posteriori, MAP)
是求解如下问题:

xxx∗ = arg max
xxx∈X

p (xxx) (5)

计算边缘化 –最大概率状态 (Marginal-MAP) 是求
解如下问题:

xxx∗β = arg max
xxxβ∈Xβ

∑
xxx\xxxβ

p (xxx) (6)

上述问题中, 问题 (4) 和问题 (5) 是问题 (6) 较简
单的特例, 计算最大概率状态问题是 NP–完全问
题, 计算部分变量的边缘概率问题是 #P– 完全问
题, 计算边缘化 –最大概率状态问题是 NPPP –完全
问题[2, 24]. 由于大多数情况下精确求解这些问题是
不可实现的, 我们只能采用近似方法来解决这些问
题, 本文将从变分的角度综述在解决计算边缘概率
问题和计算 MAP 问题上的最新研究成果. 由于针
对计算边缘化 –最大概率状态问题的研究较少, 本
文不对其进行单独介绍, 感兴趣的读者可参考文献
[25−29], 其中, 文献 [27−29] 从变分角度阐述了边
缘化 –最大概率状态问题.

2 精确推理方法

虽然大部分概率图模型上的推理问题不可精确

求解, 然而探索各种条件下的精确推理方法仍然是
研究人员孜孜不倦的追求. 精确推理的研究思路主
要是研究特殊图结构和特殊参数条件下的多项式级

复杂度的精确推理方法, 目前, 能够进行精确推理的
概率图模型有 (团) 树状概率图[21]、单环概率图[30]、

变量状态为二值的概率图模型[31−33] 等.

2.1 边缘概率和联合概率的关系

概率图模型上边缘概率和联合概率之间的关系

是树状图模型上精确推理的基础, 它们之间存在两
种关系: 1) 边缘概率是联合概率的边缘化; 2) 联合
概率可以用边缘概率的组合来表示. 边缘概率有两
种不同的形式: 1) 基于求和的边缘概率 (和边缘概
率, Sum-marginal); 2) 基于求最大的边缘概率 (最
大边缘概率, Max-marginal). 基于求和的边缘概率
定义为

ps

(
xxxβ

)
=

∑

xxx\xxxβ

p (xxx) (7)
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基于求最大的边缘概率定义为

pm

(
xxxβ

)
= max

xxx\xxxβ

p (xxx) (8)

由于和边缘概率与最大边缘概率在精确推理上的一

致性, 下面将以和边缘概率为主介绍精确推理方法,
一般情况下, 在计算最大边缘概率时, 只需要将和边
缘概率计算公式中的求和符号 (

∑
) 变为求最大符

号 (max) 即可.
在树状概率图模型上, 联合概率与边缘概率的

深层联系是: 联合概率可以表示为局部变量边缘概
率的乘积的形式[34−35], 如下式所示:

p (xxx) ∝
∏
s∈V

ps (xs)
∏

(s,t)∈E

pst (xs, xt)
ps (xs) pt (xt)

(9)

上式中, ps (xs)表示变量 xs 的边缘概率, pst (xs, xt)
表示变量 {xs, xt} 的联合边缘概率, 式 (9) 中的边缘
概率即可以是和边缘概率 (式 (7)), 也可以是最大边
缘概率 (式 (8)). 联合概率与边缘概率这种深层的关
系, 其本质是树上概率的全局约束可以由部分变量
概率的局部约束来实现, 这个关系使得树状结构概
率图模型上的精确推理高效可行, 也为近似推理方
法的研究提供了崭新思路.

2.2 精确推理方法概述

对于树状结构的概率图模型, 其精确推理可
以通过变量消元法 (Variable elimination)[21], 以
O(Nm2) 的复杂度来完成[36], 其中 N 是图模型中

变量的数目, m 是状态最多的变量的状态数目. 计
算和边缘概率的变量消元法又称为和积算法 (Sum-
product), 计算最大边缘概率的变量消元法又称为
最大积算法 (Max-product), 它们的原理都是分配
率[36].
计算部分变量的边缘概率本质上 “先积后和”

的形式, 如式 (4) 所示, 该形式的计算复杂度是指数
级的. 利用树状结构特点和分配率, 可以把这种 “先
积后和” 的计算形式转化为 “先和后积” 的计算形
式, 从而降低计算复杂度.
和积算法的另一种表示形式是信度传播算法

(Belief propagation)[1, 21−22], 又被称为消息传递算
法 (Message passing), 它用信息 (Message) 的形式
表示和积算法中的变量消元过程, 具有简洁一致的
特点. 信度传播算法与和积算法在本质上是相同
的[14]. Yedidia 等证明了信度传播算法可以通过自
由能 (Free energy)最小化来解释[22]. 概率图模型中
所研究的自由能实质是一种距离的度量, 即两个联
合概率分布之间的距离度量, 这种距离度量可由库

尔贝克 –莱布勒散度 (Kullback-Leibler divergence,
KL 散度) 定义和推导[37]. 两个联合概率分布之间
的 KL 散度定义为

KL (q||p) =
∑

xxx

q (xxx) log
q (xxx)
p (xxx)

(10)

利用拉格朗日乘子法最小化 p(xxx) 和 q(xxx) 之间的
KL 散度即可得到信度传播算法. 从自由能优化角
度解释信度传播算法为从优化角度研究近似推理方

法奠定了基础.
对于非树状概率图模型, 直接运用信度传播算

法并不能得到精确解, 但是可以把非树状图模型转
化为团树 (又称为邻接树) 模型, 然后利用团树上的
信度传播算法[22−23, 38] 得到原始图模型的精确推理

结果, 团树上的信度传播算法的复杂度是团树最大
团中变量数目的指数级. Cheng 等提出了扩展外平
面图上的迭代和积算法, 该算法不需要构造团树, 可
精确求解树的宽度为 2 的图模型的推理问题[39]. 此
外, 部分具有特殊结构或者特殊参数的概率图模型
也存在低复杂度的精确推理算法. Weiss 证明了在
单环图模型上运行信度传播算法可以得到最大概率

状态的精确结果[30]. Kolmogorov 等证明了对于次
模 (Submodular) 自由能, TRW (Tree-reweighted
message-passing) 算法[35] 可以获得精确的最大概

率状态[31]. 图割法也能在次模性自由能上获得精确
解, 并且计算速度比 TRW 方法快[40]. Kolmogorov
等证明了对于不具有次模性的自由能, 其精确最小
化是 NP 难问题[41]. 针对配分函数的求解问题, 完
美匹配法 (Perfect matching) 可以精确的求解二值
无单变量势函数的平面图的配分函数[32, 42].
虽然精确推理在一些特殊的概率图模型上是可

行的, 但是, 在实际应用中遇到的大部分概率图模型
的推理问题是无法多项式时间精确求解的, 近似推
理方法是解决这些问题的唯一途径, 下面将介绍概
率图模型上近似推理的主要思路及解决方法.

3 变分近似推理的发展阶段

本节主要总结变分近推理的发展阶段, 后续章
节将重点介绍变分近似推理的最新研究成果. 变分
法的思路是首先将推理问题转化为优化问题, 然后
利用优化理论来解决推理问题. 在解决优化问题的
环节使用近似方法, 便可以得到原始推理的近似解.
根据变分近似推理在不同阶段的研究思路的不同,
我们将其大致分为三个研究阶段: 信度传播阶段、
自由能优化阶段和对偶优化阶段.

1) 第一阶段: 信度传播. 信度传播算法始于
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1990 年左右, 是 Pearl 教授等针对树状贝叶斯网
提出的精确推理算法[21], 它也可以被用在非树结
构的概率图模型上而得到近似推理结果. 这个阶段
的近似推理方法与精确推理方法密切联系, 基本思
路是首先通过引入部分变量之间条件独立性的假

设, 然后利用精确推理方法得到在不同假设情况下
的近似结果. 该阶段的近似推理方法包括: 剪枝算
法 (Pruning algorithm)[43]、定界条件法 (Bounded
conditioning method)[44−45] 等. 由于主要使用精确
推理方法, 这些方法面临着指数级计算复杂度的问
题. 此外, 这些方法多含启发式成分, 近似结果缺乏
理论保证.

2) 第二阶段: 自由能优化. 自由能优化法始于
2000 年左右, Yedidia 等从变分法的角度阐述了信
度传播算法的内在机理, 证明了无论是树状图模型
还是有环图模型上的信度传播算法都是自由能最

小化问题的一种解法[22]. 之后, 学者们通过构造各
种不同形式自由能来提出不同形式的信度传播算

法[46−50].
3) 第三阶段: 对偶优化. 对偶优化始于 2005 年

左右, 其基本思路是将原始的复杂问题分解成一个
个简单的子问题的组合, 然后对每个子问题分别求
解, 最后将每个子问题的解组合成原始问题的近似
解. Wainwright 等首先创新性地提出了基于树分
解和重参数化的近似推理方法 (TRW)[35], 后来该方
法被 Kolmogorov 等推广和发展[40], Komodakis 和
Sontag 等明确提出了对偶分解的框架[51−52].

4 边缘概率问题的变分近似推理

边缘概率包括和边缘概率 (式 (7)) 与最大边缘
概率 (式 (8)), 由于这两个问题在求解上的相似性,
本节以和边缘概率为主介绍概率图模型上边缘概率

的近似求解方法, 将和边缘概率计算公式中的求和
符号 (

∑
) 变为求最大符号 (max) 即可近似求解最

大边缘概率.

4.1 边缘概率问题的变分近似思路

基于变分法的边缘概率的近似求解主要采用

“分解” 的思路, 这种 “分解” 思路的具体表现是利
用部分变量的边缘概率的组合来近似所有变量的联

合概率分布, 本节将详细介绍变分框架下这种分解
思路的具体实现.
基于分解的边缘概率的近似求解包括对联合概

率的分解、对联合熵的分解、对自由能的分解等, 其
中, 后两种分解形式都可以从联合概率分布的分解
推导出. 联合概率分解近似的基本思路是用部分变
量的边缘概率的合理组合表示所有变量的联合概率,

具体表示如下:

q (xxx) =
∏
s∈V

qs (xs)
ρs

∏

(s,t)∈E

(
qst (xst)

qs (xs) qt (xt)

)ρst

(11)

使用变分方法计算边缘概率是基于自由能最小

化方法, 其自由能如式 (10) 所示, 其中 p (xxx) 如式
(3) 所示, q (xxx) 如式 (11) 所示. 对于边缘概率问题
的自由能, 有一种更为广义的定义, 即 α 散度, 其定
义为

Dα (p||q) =

∫
αp + (1− α) q − pαq1−αdx

α (1− α)
(12)

其中, α ∈ (−∞,+∞), KL (q||p) 是 α → 0 时的 α

散度, KL (p||q) 是当 α → 1 时的 α 散度.
基于自由能最小化的框架, 通过变换式 (11) 中

的参数 ρρρ (ρρρ = {ρs,∀ s ∈ V, ρst,∀ (s, t) ∈ E}) 和式
(12) 中的参数 α, 最小化下面的问题可以得到各种
不同的近似方法.

minDα (p||q)
s.t.

∑
xt

qst (xst) = qs (xs)

∑
xs

qs (xs) = 1 (13)

4.2 边缘概率问题的变分近似算法

本节将根据边缘概率问题的近似思路, 具体介
绍不同参数条件下的近似算法及其性质.
4.2.1 近似算法

基于不同的参数 ρρρ 和 α, 通过优化问题 (13) 可
以得到不同的近似推理算法. α → 0 时的 α 散度是

研究和使用最为广泛的一种自由能, 即 Dα→0 (p||q)
= KL (q||p). 当 α → 0, 且 ρρρ 固定时, 使用拉格朗
日乘子法求解问题 (13) 可以得到如下的信度传播算
法:

M
ρs
ρts

ts =

∑
xt


ψst;jk (xs, xt)

1
ρst ψt;k (xt)

1
ρt

∏
u∈Γ(t)\s

Mut

M
ρt

ρst
−1

st




(14)

边缘概率可由迭代定点处的信息来表示, 即

qs (xs) ∝ ψs;j (xs)
1

ρs

∏

u∈Γ(s)

Mus (xs) (15)
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朴素平均场法 (Naive mean field)[53] 使用全分
解的方式来近似原始的联合概率, 即 ρst = 0 和
ρs = 1 (当 ρst = 0, 式 (14) 不再适用, 其有更加
简洁的迭代计算方法[53]). 基于平均场思路的近似
方法还有结构平均场近似 (Sturcture mean field,
SMF)[54] 和树状平均场近似[55−56] 等方法, TAP 修
正方法 (TAP correction method)[53, 57] 和线性响应

方法 (Linear response method)[58] 在平均场基础上
进行扩展或优化而得到更加精确的近似解. 信度传
播算法 (Loopy belief propagation, LBP)[21−22] 使

用Bethe自由能分解的方法来近似 p (xxx), 即 ρst = 1
和 ρs = 1. Wainwright 等提出的权树分解的近似方
法是一种凸函数近似, 其相当于 0 < ρst ≤ 1 和 ρs

= 1[48]. Wiegerinck 等提出一种分数信度传播方法
(Fractional belief propagation, FBP)[46], 该方法固
定 ρs = 1, 然后使用线性响应理论 (Linear response
theory) 来优化 ρst, 从而得到经过优化的近似结果.
Meshi 等研究了参数 ρρρ 和自由能凸性之间的关系,
通过选择合适的参数构造凸自由能而得到收敛的信

度传播算法[49].
当 α → 1, 其 α 散度为 KL (p||q), 此时的

自由能实质是
∑

xxx p (xxx) log q (xxx). Minka 在这方
面进行了较多的研究, 提出了期望传播算法 (Ex-
pectation propagation, EP) 和幂期望传播算法
(Power expectation propagation, PEP) 等近似推
理方法[59−61].
当 α → 0 和 α → 1 时, α 散度可以被表示为对

数的形式, 这种表示形式比较简单, 并且容易优化.
然而, 当 α 取其他值时, 这种简化的表示形式不再存
在, 优化此时的 α 散度比较繁琐. 所以, 对 α 取其他

值时的 α 散度的研究比较少. 图 3归纳了边缘概率
问题的近似方法.

4.2.2 算法性质

算法的近似效果与自由能的凸性、算法的收敛

性密切相关, 研究人员都希望构造凸的自由能函数
来得到比较好的近似效果. Heskes 提出了基于线性
约束的凸自由能的充分条件[47, 50], Pakzad 等提出
了与之等价且更加简洁的充分条件[62−63]. Meshi
等提出了凸化 Bethe 自由能的方法, 使用其参数
与 Bethe 自由能参数距离最小的凸自由能来代替
Bethe 自由能, 即求解如下优化问题[49]:

min
ρρρ
‖ρρρ− ρρρ (Bethe)‖

其中参数 ρρρ 满足凸自由能的条件, 该方法的效果与
TRW 方法的近似效果相似.

图 3 边缘概率近似方法的归纳

Fig. 3 The generalization of approximate methods for

computing marginals

算法收敛性是影响迭代算法效果优劣的一个重

要因素, 然而即使是凸自由能, 其迭代算法也不一定
收敛. Tatikonda等证明了当计算树上Gibbs采样
算法收敛时, LBP 算法同样收敛, 并给出了 LBP 算
法收敛的充分条件[64]. Ihler 等研究了信度传播算法
的误差, 并给出了比文献 [64] 更强的收敛性条件[65].
Heskes 提出了双环算法 (Double-loop algorithm)
来保证解的收敛性[50], 该方法是期望最大化算法
(Expectation-maximization, EM) 的具体实现. 陈
峰等提出了递归信度传播算法来解决传统信度传播

算法在贝叶斯网中的收敛性问题[66]. Meltzer 等提
出了收敛的信度传播算法的统一框架—树一致性
优化方法 (Tree-consistency bound optimization,
TCBO)[67], 该方法可以归纳文献 [40, 50, 68−69] 中
的近似推理算法. Hazan 等通过构造凸自由能提
出了两种收敛的类似于信度传播的算法[70], 他们
把自由能表示为了凸函数之和的形式. 虽然 Bethe
自由能是非凸的, 但由于其近似效果较好, 很多学
者研究其最小化的收敛性算法, 例如凹凸过程算法
(Concave-convex procedure, CCCP)[71] 和条件概
率算法 (Conditioned probability, CP)[72].
上述各种算法的近似效果与概率图模型的结构

与参数关系很大. 一般而言, 当参数 ρρρ 满足 “有效
(Valid)” 条件时[49], 近似效果要比参数 ρρρ 无效时的

近似效果好. 相同参数条件下, 相比非凸自由能和非
收敛算法, 凸自由能和收敛算法会得到比较好的近
似效果.
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5 MAP问题变分近似推理方法

前面介绍了边缘概率问题的近似求解方法, 包
括和边缘概率与最大边缘概率. 本节将介绍所有变
量的最大概率状态 (MAP) 问题的近似思路和方法,
下面首先介绍MAP 问题与上节的边缘概率问题的
关系.

5.1 MAP问题与边缘概率问题的关系

虽然MAP 问题与边缘概率问题的近似思路不
同, 但它们之间存在着密切的联系, 即可以在一个统
一的框架下表示它们.
令 θt (xt) = − log ψt (xt), θts (xt, xs) =

− log ψts (xt, xs), 成对马尔科夫随机场的 MAP 问
题可以表示为

min
xxx∈X

E (θθθ,xxx) = 〈θθθ, φ (xxx)〉 =
∑
s∈V

θθθs · xxxs +
∑

(s,t)∈E
θθθst · xxxst (16)

其中, E (θθθ,xxx) 称为自由能.
计算边缘概率的自由能和计算MAP 问题的自

由能并不相同, 即 KL (q||p) 和 E (θθθ,xxx) 不相同, 它
们相差了联合概率分布的熵 H (q (xxx))[38], 即

KL (q||p) =

−
∑

xxx

q (xxx) log p (xxx)+
∑

xxx

q (xxx) log q (xxx) =

〈θθθ, q (xxx)〉 −H (q (xxx)) (17)

其中, 〈θθθ, q (xxx)〉 和 〈θθθ, φ (xxx)〉 是等价的. Meltzer 等
通过引入参数 T , 把这两种自由能统一表示为[67]

F (q (xxx)) = 〈θθθ, q (xxx)〉 − TH (q (xxx)) (18)

当 T = 1 时, F (q (xxx)) 是边缘概率问题的自由能,
当 T = 0时, F (q (xxx))是MAP问题的自由能,这建
立了两种自由能之间的联系. 在边缘概率问题的求
解算法中, 对 T 取极限, 令 T → 0, 即可得到MAP
问题的近似推理算法. 这可以解释前面提到的把和
边缘概率计算公式中的求和符号 (

∑
) 换为求最大

符号 (max) 即可得到 MAP 问题的近似推理算法.
接下来, 我们介绍针对 MAP 问题具体特点的近似
思路和算法.

5.2 MAP问题的变分近似思路

问题 (16) 是个组合优化或者整数规划问题, 其
精确求解是 NP 难的[2, 73], 目前对该问题主要有两
种近似思路: 线性规划松弛和对偶分解.

5.2.1 线性规划松弛

线性规划松弛 (Linear programming relax-
ation, LPR) 方法是对问题 (16) 的约束域直接进
行近似[1, 74]:

min
µµµ∈L(G)

LPR (µµµ) =
∑
s∈V

θθθs · µs (xs) +
∑

(s,t)∈E
θθθst · µst (xs, xt) (19)

其中变量 µµµ 的定义域 L (G) 是线性规划松弛后的
局部一致性约束. 图 4显示了全局一致性约束和局
部一致性约束的关系. 局部一致性约束的强弱与约
束中最大团 (变量集合) 的大小有关, 通过不断增加
团的大小并利用团的一致性约束就可以得到一系列

越来越紧的约束. 如果最大团中含有的变量数目为
t + 1, 那么该局部约束称为 t 阶局部约束, 表示为
Lt (G). 不同阶次约束之间的关系为

L1 (G) ⊇ L2 (G) ⊇ L3 (G) ⊇ · · · ⊇ M (G) (20)

最紧的约束是团中包括所有变量, 即全局一致性约
束. 对 (团) 树的宽度为 t 的任意概率图, t 阶约

束 Lt (G) 即可保证其精确解[1]. (团) 树的宽度定
义为一个树状图模型中最大团所含有的变量数目

减 1, 普通树的宽度为 1. 线性规划松弛后的问题可
以用线性规划理论中的方法来解决, 例如单纯形法
(Simplex method)[17]、内点法 (Interior point meth-
ods)[75−76] 和椭球法 (Ellipsoid method)[77]. 然而,
线性规划松弛方法并没有充分利用图的结构性质,
对于大规模的概率图模型推理问题, 特别对于实际
应用问题, 不能快速地得到原始问题的近似解.

图 4 全局一致性约束和局部一致性约束示意图 (中间深色

区域M 是凸的全局一致性约束; 周围浅色区域 L 和中间深

色区域M 共同表示全局约束的松弛, 即局部一致性约束)

Fig. 4 The illustration of the marginal polytope and the

local consistent constraints (The dark region M denotes

the convex global constraint, and the combination of the

light and dark regions L and M denotes the local

consistent constraint.)
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除线性规划松弛外, MAP 问题还可以用二次规
划松弛来近似, 二次规划松弛的最优值与 MAP 问
题的最优值相同, 然而, 二次规划松弛需要解决目标
函数非凸的问题, 相关研究工作见文献 [78−81].

5.2.2 对偶分解

对偶分解是MAP 问题近似推理研究和应用最
多的近似方法. 其基本思路是首先把原始复杂的问
题分解成一个个容易求解的子问题, 然后对子问题
单独求解, 最后把所有子问题的解合成为原始问题
的一个近似解. 下面的不等式总是成立:

min
xxx

E (θθθ,xxx) = min
xxx,{xxxC}

∑

Ci∈C(G)

E
(
θθθCi ,xxxCi

)
≥

∑

Ci∈C(G)

min
xxxCi

E
(
θθθCi ,xxxCi

)
(21)

其中, C (G) 是覆盖原图 G 的一系列子图的集合,
E(θθθCi , xxxCi) 是定义在子图 Ci 上的MRF 自由能. 令

F
(
θθθC

)
=

∑

Ci∈C(G)

min
xxxCi

E
(
θθθCi ,xxxCi

)

那么 F (θθθC) 是原图 MRF 自由能的一个下界, 称为
对偶函数. 对偶分解的目标是最大化 F (θθθC), 以获得
最紧的下界, 即

max F
(
θθθC

)
=

∑

Ci∈C(G)

min
xxxCi

E
(
θθθCi ,xxxCi

)

s.t. θθθC ∈ΘΘΘC (22)

上式中, ΘΘΘC 是参数 θθθC 的约束域, 定义为

ΘΘΘC =



θθθC|

∑

Ci∈C(G)

θθθCi

s = θ̄θθs,
∑

Ci∈C(G)

θθθCi

st = θ̄θθst




(23)

直观理解, 该约束要求分解之后所有子问题的参
数之和等于原始图模型的参数. 满足 θθθC ∈ ΘΘΘC

的

参数被称为原始参数 θ̄θθ 的重参数化 (Reparame-
terization)[40] 或等价转化 (Equivalent transforma-
tion)[82].
对偶分解的优化问题也可以直接对原始问题

使用拉格朗日松弛法 (Lagrangian relaxation) 推
导出[52], 该方法通过引入拉格朗日乘子 (Lagrange
multipliers) 将有约束的优化问题变为无约束的优
化问题. 至此, 我们给出了概率图模型MAP 问题的
求解思路, 即先从对偶角度近似求解推理问题, 然后
从线性规划松弛的角度研究近似的精度. 对偶问题
和线性规划松弛的关系如图 5 所示. 对于树状结构

的概率图模型, LP 松弛后的界依然是紧的; 对于有
环模型, LP 松弛后的界一般比原始问题的真实解
小. 但是, 对于具有特殊参数概率图模型, 例如二值
次模的自由能优化问题, LP 松弛后的最优值等于原
始问题的最优值, 即其松弛的界是紧的 (Tight)[83].

图 5 原始问题、LP 松弛以及对偶问题的关系

(其中 LP 松弛得到原始问题的一个下界, 对偶问题与 LP 松

弛的最优解相等)

Fig. 5 Relations between primal problem, LP relaxation

and dual problem (The LP relaxation is a lower bound of

the original problem, and optimal values of the LP

relaxation and its dual problem are equal.)

5.3 MAP问题的变分近似算法

在对偶分解的框架下, MAP 推理问题需要解决
如下两个问题: 1) 如何分解原始问题; 2) 如何优化
对偶函数. 下面将具体介绍这两个问题的解决方法.

5.3.1 分解方法

在分解环节, 主要是把原始问题分解为易于求
解的子问题的组合, 目前存在的分解方式有: 把每
个结点和每条边分别作为一个子问题[68−69, 82, 84], 把
每棵子树作为一个子问题[35, 40, 51, 85], 把二值次模概
率图作为一个子问题[51, 56, 86], 把二值无单变量势函
数的平面概率图作为一个子问题[42], 把每个外平面
图 (Outer-planar graph) 作为一个子问题[87]. 此外,
Yarkony等使用一棵覆盖树 (Covering tree)来近似
原来的有环图模型, 并证明了这种分解方法与子树
分解的等价性[88].

单一的分解方式并不能获得很好的近似效果,
因此需要研究多种分解方式融合的方法, 主要解决
思路是在树状图分解的基础上增加的高阶约束的分

解及优化. Sontag 等提出了环一致性约束 (Cycle
relaxation)的高阶约束增加方法[89−90], 他们将二阶
局部一致性约束 L2 (G) 中联合分布 τijk

(
xi, xj, xk

)

中的三个变量限制在概率图的同一个环 (cycle) 上,
该方法是二阶局部一致性约束的松弛. Werner 提
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出了增加团的约束来收紧成对一致性局部约束的方

法[82]; Komodakis 等提出了一种通过修复环操作
来实现收紧约束的算法[91]; Schraudolph 等利用最
大权重完美匹配 (Maximum-weight perfect match-
ing) 和 Edmond 的敛簇算法 (Blossom-shrinking
algorithm) 来解决MAP 近似推理问题[32]; Glober-
son 等使用加权平面图分解的方法来近似二值非平
面图的配分函数[42]; Schraudolph 提出了类似的方
法来求解最大可能的状态[33];
对偶分解是对原问题的松弛, 强对偶在一般情

况下并不成立, 然而, 下面的定理[35, 52, 83, 92] 提供了

分解后强对偶成立的充分条件:
定理 1. 如果存在一个解 x̃xx,其中,对每一个子问

题 E(θθθCi ,xxxCi), x̃xxCi ∈ arg minxxxCi E(θθθCi ,xxxCi), 则强对
偶成立, 即MAP (θθθ)=

∑
Ci∈C(G) minxxxCi E(θθθCi ,xxxCi).

5.3.2 近似算法

对偶分解得到的对偶函数 F (θθθC) 是非可微凸
函数, 因此问题 (21) 是个非光滑凸优化问题. 结合
具体的分解方式, 该问题可以使用块坐标下降算法
(Block coordinate descent method, BCD) 和次梯
度算法 (Subgradient method) 等方法求解.

块坐标下降法通过依次优化对偶函数的部分

子问题 (其他子问题保持不变) 而使得目标函数值
不断单调下降, 该算法的应用需要解决如何选择
部分子问题进行优化的问题. 利用块坐标下降方
法求解对偶问题的算法主要有: 最大 –和扩散算法
(Max-sum diffusion algorithm, MSD)[69]、最大积
线性规划算法 (Max product linear programming,
MPLP)[68, 90]、树块坐标下降算法 (Tree block co-
ordinate descent algorithm, TBCD)[85] 和顺序树
重参数化算法 (TRW-S)[40]. 这些算法的不同之处
在于它们把不同的子问题作为块 (Block) 来进行优
化, MSD 算法使用了一个边子问题和与该边相连
的一个结点子问题进行优化, MPLP 算法使用了一
个边子问题和与该边相连的所有子问题进行优化,
TBCD 算法使用了概率图模型一棵生成树上的所有
子问题进行优化, TRW-S 算法把许多子树作为一个
块, 但每次只优化这些子树共同覆盖的一个结点或
者一条边的参数. Meltzer 等总结了各种块坐标下
降算法的共同点, 提出了该类算法的统一框架—树
一致性界优化算法 (Tree-consistency bound opti-
mization, TCBO)[67]. BCD 算法的优点是容易实
现及收敛速度快, 然而, 由于对偶函数的非光滑性,
BCD 算法可能会收敛到某个次优解 (Get stuck).
不过, 对二值状态的成对MRF, BCD 算法的不动点
即为对偶问题的全局最优解[31, 68]. 对非光滑函数进

行光滑处理可以使得 BCD 算法突破次优解, 收敛到
全局最优解[93−94]. 此外, 还可以使用非光滑优化的
竞价算法 (Auction algorithm)[95] 等来保证全局最
优解.
次梯度法是非光滑优化的另一种常用算法, 它

与光滑优化的梯度下降法相似, 是用次梯度来代替
原来的梯度[51]. 次梯度法的应用需要解决的问题是
次梯度的求取及向定义域的投影, MAP 问题的对
偶问题使用次梯度法求解的优势是次梯度比较容易

的获得, 因为每个子问题的最大概率状态 xxx∗ 即为其
次梯度[51]. 基于此优势, 次梯度法的应用范围比块
坐标下降法更加广泛, 块坐标下降法主要用于树分
解的对偶问题, 而次梯度法可以用于任意方式分解
的对偶问题. Komodakis 等对次梯度法在概率图模
型 MAP 推理问题上的应用进行了系统地阐述[51],
Batra 等把原始问题分解为外平面图的组合, 并用
次梯度法来求解对偶问题[87]. Jancsary 等把原始图
模型分解成边和点的集合, 然后利用增益次梯度方
法 (Incremental subgradient algorithm) 求解对偶
问题, 能得到较快的收敛速度[84]. 次梯度法在理论
上保证了对偶问题的解的全局最优性, 然而与块坐
标下降算法相比, 它的缺点是收敛速度比较慢, 并缺
少停机准则. 增加次梯度法收敛速度的一种方法是
对原非光滑函数进行光滑化处理, 使非光滑优化问
题变为光滑优化问题[96−97], 该类方法可以把算法的
时间复杂度由 O(1/ε2) 降低到 O(1/ε) (ε 为结果精
度)[98−99].

除了从对偶问题求解之外, 还可以从原始 LP
松弛的角度进行求解. Sontag 提出了增加 k 值环

不等式 (k-ary cycle inequality) 来获得更紧的约束,
并利用 LP 规划算法求解[74]. Ravikumar 等提出了
基于内环迭代和外环迭代的双环算法 (Double loop
algorithm) 来保证全局最优性[100]. Hazan 等通过
对原始变量 (Primal variables) 和对偶变量 (Dual
variables) 进行迭代求解, 以找到问题的一个鞍点
(Saddle point)[94]. 最近, Martins 等提出利用乘子
变方向法 (Alternating direction method of multi-
pliers, ADMM) 来求解原始 LP 松弛问题[101], 该方
法比次梯度法收敛快, 且能保证全局最优解. Meshi
等利用乘子变方向法直接求解对偶问题, 获得了比
求解原始问题收敛更快的近似算法[102]. 此外, 还有
学者从约束规划 (Constraint programming)[103] 的
角度研究 MAP 问题的近似求解方法, 例如分枝定
界法 (Branch and bound)[104−106].

5.3.3 近似效果

评价近似推理算法效果的测试数据集包括合成
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数据和实际数据, 合成数据以网格图 (n ×m) 和全
连通图为基本结构, 利用高斯分布或均匀分布随机
生成图模型的参数, 通过比较多次近似结果的平均
值来比较各种近似算法的优劣. 实际数据主要包括
机器视觉数据1和计算生物学数据2. 总体而言, 对于
不同参数的合成测试数据, 近似算法的近似效果差
别较大; 对于实际数据, 近似算法往往能取得比较理
想的近似结果. 例如在立体匹配数据集上, 基于树分
解 (L1 (G)) 的近似算法能够得到误差低于 1% 的
近似效果[40, 51]. 通过增加高阶约束及利用团树方法,
可以获得该类问题的精确解 (时间复杂度为小时量
级)[107]. 在光流估计、多目标标记等机器视觉问题
上, 基于树分解和外平面图分解 (⊆ L2 (G)) 的算法
能够取得比较理想的效果[51, 87]. 计算生物学数据的
测试包括蛋白质结构设计和侧链预测等问题, 针对
97 个蛋白质结构设计测试数据集, 基于树分解的近
似算法可以精确求解其中 2 个问题[17], 利用增加三
元组约束 (⊇ L2 (G)) 的方法, 可以得到其中 96 个
问题的精确解[90]. 针对侧链预测问题, 基于树分解
的算法可以精确求解 90% 以上的问题[17], 利用增
加三元组约束可以精确求解全部问题 (30/30)[90].

6 结论与展望

概率图模型在很多实际问题上都表现出简约而

紧凑的表示能力, 概率推理是概率图模型研究及应
用的核心问题, 由于实际应用中绝大部分概率图模
型的推理问题无法精确求解, 近似方法是解决这些
概率推理问题的唯一途径. 本文基于 “分解” 的思
路, 系统地总结了最近几年概率图模型变分近似推
理的研究进展. 虽然近年来概率图模型变分近似推
理的研究取得了实质性的进展, 然而更加高效准确
的近似推理方法以及针对具体问题的快速推理方法

仍然是概率图模型研究和应用的热点和难点问题.
我们将从理论研究和具体应用等方面对概率图模型

近似推理的发展前景稍作介绍.
1) 高阶约束的选择问题. 约束是限制近似推理

精度及复杂度的关键因素, 基于低阶约束的推理算
法虽然容易实现, 但近似精度欠缺. 增加高阶约束是
提高近似精度的唯一方法, 然而, 高阶约束存在数量
众多、计算复杂度高、冗余性等问题, 目前尚没有得
到很好的解决. 因此, 最优的高阶约束的选择问题是
目前研究的难点和热点问题.

2) 边缘化 –最大概率状态问题. 概率图模型上
的边缘化 –最大概率状态问题是图模型推理中的难

1http://vision.middlebury.edu/
2http://jmlr.csail.mit.edu/papers/volume7/yanover06a/

点问题, 目前国内外对该问题尚缺少系统的研究. 研
究基于变分法的边缘化 –最大概率状态问题的近似
解法, 提出针对该问题的单调收敛的消息传递算法
以及分析算法的各种性质是目前概率图模型推理领

域一个重要的研究方向.
3) 近似精度的理论分析问题. 目前不同算法近

似效果的比较仍然停留在实验比较层面, 从理论上
分析各种近似算法的近似精度研究较少. 不同算法
的近似效果受模型结构和参数影响很大, 这是理论
精度分析的困难所在. 然而, 研究特定模型参数 (例
如高斯模型) 下的理论近似精度是未来研究的重要
方向.

4) 在具体应用方面, 概率图的应用领域不仅局
限于本文中提到的几个领域, 它在计算机视觉中的
跟踪和行为识别问题、机器学习的结构学习、生物

信息学领域的数据挖掘、电网优化调度、交通网络

动态优化、各种益智游戏的推理问题等实际问题上

都表现出巨大的应用潜力, 例如, 以色列巴伊兰大学
的 Goldberger 使用概率图模型及信度传播算法解
决数独推理问题[108]. 概率图模型的具体应用需要解
决问题描述及模型构建、专用算法设计、效果评估

等问题, 这是个多学科交叉及融合的问题.
总之, 概率图模型推理问题具有重要的理论研

究意义和应用价值, 目前在理论研究上和实际应用
中仍然存在很多问题亟待解决.
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