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分层Dirichlet过程及其应用综述

周建英 1 王飞跃 1 曾大军 1

摘 要 Dirichlet过程是一种应用于非参数贝叶斯模型中的随机过程,特别是作为先验分布应用在概率图模型中.与传统的

参数模型相比, Dirichlet过程的应用更加广泛且模型更加灵活,特别是应用于聚类问题时,该过程能够自动确定聚类数目和生

成聚类中心的分布参数.因此,近年来, 在理论和应用上均得到了迅速的发展,引起越来越多的关注.本文首先介绍 Dirichlet过

程,而后描述了以 Dirichlet过程为先验分布的 Dirichlet过程混合模型及其应用,接着概述分层 Dirichlet过程及其在相关算法

构造中的应用,最后对分层 Dirichlet过程的理论和应用进行了总结,并对未来的发展方向作了探讨.
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Hierarchical Dirichlet Processes and Their Applications: A Survey
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Abstract Dirichlet processes are a type of stochastic processes widely used in nonparametric Bayesian models, especially

in research that involves probabilistic graphical models. Over the past few years, significant effort has been made in the

study of such processes, mainly due to their modeling flexibility and wide applicability. For instance, Dirichlet processes are

capable of learning the number of clusters as well as the corresponding parameters of each cluster whereas other clustering

or classification models usually are not able to. In this survey, we first introduce the definitions of Dirichlet processes. We

then present Dirichlet process mixture models and their applications, and discuss in detail hierarchical Dirichlet processes

(HDP), their roles in constructing other models, and examples of related applications in many important fields. Finally,

we summarize recent developments in the study and applications of hierarchical Dirichlet processes and offer our remarks

on future research.
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机器学习是人工智能的核心研究领域之一, 其
主要目的是通过经验来提高某任务处理的性能[1].在
实际应用中, “经验” 通常是以某些格式的数据存在
的,因此机器学习要完成的工作是从 (观测)数据 (样
本) 出发挖掘数据的潜在规律, 利用这些规律对未来
数据或无法观测的数据进行预测判断. 目前机器学
习在搜索引擎、网络安全监控、国防安全、交通安全

和电子商务系统等等很多领域中均已得到了广泛的

应用.
机器学习的这些应用主要是基于统计学习理论

的, 即其假设训练样本将数据的所有信息实现统计
描述, 基于训练样本得到的模型可以对未来新的数
据进行描述和预测判断等. 但是随着各种应用需求
的增加,人们获取数据的手段和工具也越来越强大,
数据的数量、维数和类型也在增多,进行数据的聚类
或分类学习时, 利用有限参数对数据建模将变得不
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可靠. 同时人为的标注和分类很难将各种类别都考
虑到,而新的数据中也可能会有未知类型出现, 依靠
训练样本得到的模型将无法继续应用在新的数据建

模中. 因此, 传统的统计学习算法将不再适用, 我们
需要一种模型,这种模型不依赖于训练样本,而且随
着数据的变化, 模型能够实现自适应的变化, 实现
模型的参数学习和分类数目自动更新等任务.
在这种需求下,近年来, Dirichlet过程得到了广

泛的关注和发展[2−5], 以 Dirichlet 过程为先验分布
的各种非参数贝叶斯模型在文本处理、视频监控数

据处理和静态图像内容理解以及统计认知的研究应

用等领域均得到了应用[6−13].
文献 [14−15]综述性地介绍了 Dirichlet过程作

为先验分布的各种模型在自然语言处理中的应用

情况, 与之不同, 本文主要以 Dirichlet 过程的发展
和应用为主线,第 1节给出了 Dirichlet过程的定义
和其概率图表示,并简要叙述了 Dirichlet过程的应
用. 第 2 节概述了基于 Dirichlet 过程发展起来的
分层Dirichlet过程 (Hierarchical Dirichlet process,
HDP),并给出关于HDP模型的实验分析.第 3节引
出了 HDP作为先验分布的其他非参数贝叶斯模型,
以目前受到广泛关注和发展的分层 Dirichlet 过程
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— 隐马尔科夫模型 (HDP-Hidden Markov models,
HDP-HMM) 为例进行重点介绍. 第 4 节概述了以
HDP模型为先验分布的各种算法以及 HDP-HMM
等各种算法在视频图像数据处理和文本处理等领

域的相关应用. 第 5 节简要概括了目前比较受关注
的与 HDP功能类似的算法 LDA (Latent Dirichlet
allocation)模型,并与 HDP比较,阐述两种模型之
间的区别和联系.最后第 6 节对基于 Dirichlet过程
的非参数贝叶斯模型提出了作者认为在算法和应用

中有待突破的几点,给出本文的结论.

1 Dirichlet过程

Dirichlet过程 (Dirichlet process)是一种应用
于非参数贝叶斯模型中的随机过程.在 1973年, Fer-
guson给出 Dirichlet过程的定义,并证明 Dirichlet
过程以概率 1离散[16].

Dirichlet过程的定义如下[5, 16]:假设G0是测度

空间 Θ上的随机概率分布,参数 α0 是正实数,空间
Θ上的概率分布 G如果满足以下条件:
对测度空间 Θ 的任意一个有限划分 A1, · · · ,

Ar,均有以下关系存在:

(G(A1), · · · , G(Ar)) ∼
Dir(α0G0(A1), · · · , α0G0(Ar)) (1)

则G服从由基分布G0和 Concentration参数 α0组

成的 Dirichlet过程,即

G ∼ DP(α0, G0) (2)

反之,如果满足 G ∼ DP(α0, G0),则有式 (1)成立.
因此, Dirichlet 过程是关于分布的分布, 即

Dirichlet 过程的每个采样本身即是一个随机分布.
该随机过程之所以被称为 Dirichlet过程,是因为其
任意有限维边缘分布均是 Dirichlet分布.这和另外
一种常见的随机过程—高斯过程相似,在高斯过程
中,其任意有限维边缘分布均是高斯分布.从Dirich-
let 过程中采样得到的分布是可数无限个离散概率,
无法用有限数量的参数描述,因此 Dirichlet过程是
非参数模型[3].

Dirichlet 过程和 Dirichlet 分布一样具有共轭
性.若 G ∼ DP(α0, G0),样本 θ ∼ G,则对测度空间
的有限划分的后验分布也为 Dirichlet过程,观测数
据只影响其所在划分区域的分布参数[17],即

(G(A1), · · · , G(Ar)|θ ∈ Ak) ∼
Dir(α0G0(A1), · · · , α0G0(Ak) + 1, · · · , α0G0(Ar))

仅仅根据 Dirichlet 过程的定义, 无法实现

Dirichlet 过程的采样, 但是 Dirichlet 过程的三种
不同形式的构造使得 Dirichlet 过程的应用成为可
能,下面我们将分别对这三种构造给予介绍.

1.1 Stick-breaking构造

基于相互独立的变量序列 (βk)∞k=1 和 (φk)∞k=1

的 Stick-breaking构造:

βk|α0, G0 ∼ Beta(1, α0), φk|α0, G0 ∼ G0

定义一随机概率分布 G如下:

πk = βk

k−1∏
l=1

(1− βl), G =
∞∑

k=1

πkδφk
(3)

此处, Beta (1, α0) 是常见的 Beta 分布, δφ 是 φ 点

的概率测度. Sethuraman证明如此构造的分布函数
G是服从 Dirichlet过程 DP(α0, G0)分布的一个随
机分布[18].
式 (3)中, πππ = (πk)∞k=1 以概率 1满足

∑∞
k=1 πk

= 1.因此,可以将 πππ 视为关于正整数的随机概率分

布[5].通常,用 πππ ∼ GEM(α0)表示权重系数的构造
关系 (GEM分别是 Griffiths, Engen和McCloskey
的首字母[19]).

Stick-breaking 构造可以形象地解释为[20]: 对
单位长度的棒在比例 β1 处切割,并将切掉的这部分
长度赋值给 π1,而后对剩余长度为 (1 − β1)的棒在
其比例 β2 处切割, 并将切掉的棒的长度赋值给 π2,
而后按照相同的方式对剩余的棒在比例 βk 处切割,
并将切掉的棒的长度赋值给 πk.图 1和图 2分别是
Stick-breaking的构造示意图和构造中前 30个权重
系数一次采样结果.

Dirichlet 过程的 Stick-breaking 构造体现了
其离散的性质, 正是由于 Stick-breaking 构造, 与
Dirchlet过程的相关的很多算法才得以采样或者变
分实现,这在后面的介绍中将陆续体现出来.

图 1 Stick-breaking构造中权重系数的生成示意图[20]

Fig. 1 Sequential weights generated in the

stick-breaking construction[20]
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(a) α0 = 1 时权重系数 1

(a) The first sampling of

weights with α0 = 1

(b) α0 = 1 时权重系数 2

(b) The second sampling of

weights with α0 = 1

(c) α0 = 5 时权重系数 1

(c) The first sampling of

weights with α0 = 5

(d) α0 = 5 时权重系数 2

(d) The second sampling of

weights with α0 = 5

图 2 Dirichlet过程的 Stick-breaking构造中,前 30个权重

四次随机构造结果

Fig. 2 The first 30 mixture weights generated by four

random stick-breaking construction of Dirichlet process

1.2 Polya urn scheme构造

Dirichlet 过程的另外一种构造形式是 Polya
urn模型[21].该模型显示, Dirichlet过程的采样不仅
是离散的,而且具有很好的聚类性质.

Polya urn模型并不直接研究 G,而是研究采样
于 G的样本.令 θ1, θ2, · · · 是服从分布 G的独立同

分布的随机变量序列, 即 θ1, θ2, · · · 关于 G 条件独

立,因此,变量序列是可交换的[22−23]. θi 关于其他变

量 θ1, · · · , θi−1 的条件分布具有以下形式
[5, 21]:

θi|θ1, · · · , θi−1, α0, G0 ∼
i−1∑

l

1
i− 1 + α0

δθl
+

α0

i− 1 + α0

G0 (4)

我们可以用 Polya urn来解释上述条件分布,假
设有一个罐子,罐中装有很多球,每个球对应一个不
同的颜色,最初球的颜色是等概率选择的.随机从罐
中取出一个球, 而后将该球和另外一个相同颜色的
球放进罐中. 同时, 以正比例于 α0 的概率取一个新

球,新球的颜色服从 G0 分布
[5].

从条件分布中可以看到, 某个颜色的球被取出
的概率和该颜色的球的总数成正比, 某个颜色的球
被取出的越多,下一次取球时,取到该颜色的球的几
率就越大.定义相互不同的变量序列 φ1, · · · , φK 表

示 θ1, · · · , θi−1 中取的相互不同的值,即球的不同颜
色, 令 mk 表示 θ1, · · · , θi−1 序列中其值等于 φk 的

θl, 1 ≤ l ≤ i− 1的个数.那么式 (4)可以表示为[5]

θi|θ1, · · · , θi−1, α0, G0 ∼
K∑
k

mk

i− 1 + α0

δφk
+

α0

i− 1 + α0

G0

从 Polya urn 模型中可以看到, Dirichlet 过程
呈现了很好的聚类性质, 其将具有相同值的随机变
量聚为一类.

1.3 Chinese restaurant process构造

和 Polya urn模型类似, CRP (Chinese restau-
rant process)[24] 为 Dirichlet 过程的构造提供了另
外一种途径.构造如下[5]:考虑一中国菜餐厅,可以容
纳无限多张桌子. θi 被比作进入餐厅的顾客,而不同
的值 φk 对应顾客就座的桌子,第一个顾客就座于第
一张桌子,第 i个顾客以正比于已经就座于第 k张桌

子 φk 的顾客数 mk 的概率就座于第 k 张桌子,以正
比于 α0的概率就座一张新桌子,即K 增加 1,而 φK

∼ G0, θi = φK .
图 3为 CRP的构造,其中大圆表示餐桌,其唯

一代号为 φk,周围的 θi 是就座的顾客.

图 3 CRP构造

Fig. 3 Chinese restaurant process

令第 i个参数变量 θi 的指示因子为 zi,即 θi =
φzi

,可以得到[20]

zi|z1, · · · , zi−1, α0, G0 ∼
K∑
k

mk

i− 1 + α0

δ(zi, k) +

α0

i− 1 + α0

δ(zi, k̄)

此处, k̄表示空的新类.
从 Dirichlet过程的三种构造可以看到,无论是

哪种方式,均体现了其良好的聚类性质.

1.4 Dirichlet过程混合模型

Dirichlet 过程表现了良好的聚类性质, 其将具
有相同值的数据聚为一类, 但是如果两组数据不相
等,不管它们是多么具有相似性,利用Dirichlet过程
均无法实现聚类, 这大大限制了其应用. 为此, 人们
引入 Dirichlet过程混合模型[25−26].
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在 Dirichlet过程混合模型中, Dirichlet过程作
为数据的先验分布存在,假设观测数据是 xi,其分布
服从

θi|G ∼ G, xi|θi ∼ F (θi)

此处, 函数 F (θi) 表示在给定参数 θi 时, 观测量 xi

的分布. 参数 θi 条件独立服从分布 G, 而观测变量
xi 条件独立服从分布 F (θi).当 G服从 Dirichlet过
程分布时, 此时模型称为 Dirichlet 过程混合模型.
Dirichlet过程混合模型的有向图模型[27−31] 表示如

图 4 所示[5, 20], 左图是模型的 Stick-breaking 构造,
其中 G0 = g(λ), λ 为分布参数.在本文所有的有向
图中, 空心圆表示变量, 阴影圆表示可观测量, 圆角
矩形表示参数或者基本分布, 而矩形框表示迭代循
环,矩形框右下角的数字表示循环的次数.

图 4 Dirichlet过程混合模型 (根据文献 [5, 20] 重绘)

Fig. 4 Directed graphical representations of Dirichlet

process mixture model (redraw based on [5, 20])

令 zi 为 xi 的指示因子, 则 Dirichlet 过程混合
模型的 Stick-breaking构造为[5]

πππ|α0 ∼ GEM(α0), zi|πππ ∼ πππ

φk|G0 ∼ G0, xi|zi, (φk)∞k=1 ∼ F (φzi
)

G =
∞∑

k=1

πkδφk

由此可以看到,利用 Dirichlet过程混合模型能
够实现数据聚类和分布参数估计. 在 Dirichlet 过
程混合模型中, 目前实现数据的聚类分析有两种
途径: 一种是近年来发展的, 利用变分推断近似计
算数据的概率分布, 从而实现聚类分析或分布参数
估计[6, 32−35]; 另外一种方式是通过 Gibbs 采样算
法[36],循环采样估计数据的聚类结果.

Dirichlet过程的 Gibbs采样得以实现[25, 37],使
得Dirichlet过程自 20世纪 90年代以来逐渐得到关
注、发展和应用[3, 9, 20, 25, 38−40].目前在利用 Dirich-
let过程作为先验分布的非参数贝叶斯模型中,主要

是利用 Gibbs 采样算法, 这种方式比变分推断可行
性强, 一般不需要作近似处理, 仅仅需要对一系列
条件概率分布进行循环采样.变分推断计算速度快,
但是得到有效变分推断算法比较困难. 因此, 本文
主要以 Gibbs 采样算法为实现方式, 分析介绍基于
Dirichlet过程为先验分布的各个算法.

1.4.1 Dirichlet过程混合模型的采样

为更好地理解Dirichlet过程混合模型的重要作
用和原理, 本小节对其采样算法进行介绍,更加详细
的内容和实验结果可参考文献 [20, 38].

假定有服从Dirichlet过程混合模型的观测数据
集 X = {x1, · · · , xN}, 由于观测数据是可交换的,
即条件独立的,在对观测数据进行聚类分析时,不考
虑观测数据的出现顺序. 实现聚类分析的目的是得
到每个数据的指示因子 zi. 约定:当文中的某一变量
的上角标或下角标有符号 “\” 时, 比如 Z\i 表示对
应的变量集中移出下角标对应的变量, 即 Z\i 是将
zi从 Z = {z1, · · · , zN}中移出后由剩余的数据组成
的数据集. 在给定其他数据的指示因子 Z\i 的情况
下,根据贝叶斯公式[22] 知关于 zi 的条件分布为

p(zi|x1, · · · , xN ,Z\i, λ, α0) ∝
p(zi|Z\i, α0)p(xi|z1, · · · , zN ,X\i, λ) (5)

式 (5)中,等号右边第 1 项可以用 Dirichlet过程中
的 CRP表示,由于各个观测量之间是可交换的,可
以把第 i个观测数据视为最后一个观测量,如果 Z\i
已有K 个类别,每一类中观测数据的个数为N

\i
k ,第

一项为

zi|Z\i, α0 ∼
K∑
k

N
\i
k

N − 1 + α0

δ(zi, k) +

α0

N − 1 + α0

δ(zi, k̄)

若第 i个观测数据的指示因子为 zi = k,则有

p(xi|zi = k,X\i, λ) =

p(xi|{xj|zj = k, j 6= i}, λ) =∫
θ
f(xi|θ)

∏
zj=k,j 6=i

f(xj|θ)g(θ|γ)dθ

∫
θ

∏
zj=k,j 6=i

f(xj|θ)g(θ|λ)dθ
(6)

若 zi = k̄为一新类别,则有

p(xi|zi = k̄,X\i, λ) = p(xi|λ) =
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∫

Θ

p(xi|θ)g(θ|λ)dθ (7)

因此,

p(zi|x1, · · · , xN ,Z\i, λ, α0) ∝
K∑
k

N
\i
k

N − 1 + α0

×

p(xi|{xj|zj = k, j 6= i}, λ)δ(zi, k) +
α0

N − 1 + α0

∫

Θ

p(xi|θ)g(θ|λ)dθδ(zi, k̄) (8)

结合式 (6)∼ (8),可以得到 Dirichlet过程混合
模型的 Gibbs 采样算法. 采样算法中, 用 Z(t) 描述

第 t次循环采样时观测数据的分类结果, K(t) 表示此

时的聚类个数,输入第 (t− 1)时的采样结果 Z(t−1),
K(t−1), α

(t−1)
0 , 按照以下过程采样[20]:

1) 将 N 个观测数据随机排序, τ(i), i = 1, · · · ,
N .

2) 令 α0 = α
(t−1)
0 , Z = Z(t−1),每一个数据 i ∈

{τ(1), · · · , τ(N)}, 对 zi 进行采样.
a) 现有的 K 个聚类, 对每一个聚类计算该观

测数据的似然估计 fk(xi) = p(xi|zi = k,X\i, λ)和
fk̄(xi) = p(xi|zi = k̄,X\i, λ);

b) 对 zi 依据以下分布进行采样:

p(zi|x1, · · · , xN ,Z\i, λ, α0) ∼
1
Zi

(
K∑
k

N
\i
k fk(xi)δ(zi, k) + α0fk̄(xi)δ(zi, k̄)

)

其中,

Zi =
K∑
k

N
\i
k fk(xi) + α0fk̄(xi)

N
\i
k 是第 k类内已有的数据量.如果 zi = k̄,则K 增

1.
3) 检查各个类内的观测数据量,如果某一类的

观测数据总数为 0,则将该类移除,同时将聚类总数
K 减 1.

4) 若初始时参数采样于 α0 ∼ Γ(a, b),则按照文
献 [25]的方法更新参数,采样关系如下:

α
(t)
0 ∼ p(α0|K, N, a, b)

上述算法过程就是常用的 Collapsed Gibbs 采
样算法[38],其将不需要的变量积分掉,只对我们关心
的变量进行采样.用 CRP来描述上述算法如下:随
机选取一位顾客,按照式 (8)关系,为其分配餐桌,如
果顾客选择新的餐桌,则为餐厅新增一张桌子,并将
桌子个数增 1.为所有的顾客分配餐桌后,检查是否

有餐桌没有顾客就座,如果有,则将该餐桌先从餐厅
中移出,并将就座的桌子总数减 1.
在采样过程中, 通常为了计算方便, 选择 θi ∼

G0 和 xi ∼ F (θi)是共轭分布.常用的有两种分布形
式: Dirichlet分布和其共轭多项式分布, Gaussian-
Wishart分布和其共轭 Gaussian分布[23].共轭分布
使得采样过程中式 (6) 和 (7) 中的积分等计算更易
执行, 从而采样可行. 非共轭分布情况下, 通过引入
辅助参数,采样过程也会变得可行.关于共轭分布和
非共轭分布的 Dirichlet过程混合模型的采样,文献
[38]给出了详细的介绍.

结合上面的采样过程和 Dirichlet 过程混合模
型的有向图结构, 以文档数据为例, 对 Dirichlet 过
程混合模型的生成过程进行解构:由 πππ ∼ GEM(α0)
生成 πππ,而后按照 zi ∼ πππ 选取主题号,从基分布 G0

中生成主题参数 φzi
,而后按照该主题中单词的分布

F (xi| φzi
)生成单词 xi.如此操作重复进行 N 次,即

可生成一个含有 N 个单词的文档.这就是 Dirichlet
过程混合模型的生成过程,和聚类过程恰好相反.因
此,从一定程度上我们可以这么解释 Dirichlet过程
中的 Concentration 参数 α0 和基分布 G0 的角色:
基分布 G0 决定了模型中基本组元的分布, 而参数
α0 决定了各个基本组元在随机过程中的分布权重.

1.5 有限混合模型的无限极限近似

Dirichlet过程混合模型还可以由有限混合模型
取极限得到, 即令有限混合模型中的有限个单元趋
近于无限近似得到[5, 20, 41−42].
如图 5 所示, 假设有限混合模型中有 K 个组

成单元, 令各个组成单元的权重系数为 πππ = (π1,
· · · , πK), 其先验分布为具有等同参数 (α0/K, · · · ,
α0/K)的 Dirichlet分布,参数 φk 是第 k 个单元的

分布参数, 其先验分布为 G0. 观测量 xi 的指示因

子为 zi = k, xi 的分布参数为 φk, 有以下关系存
在[5, 20]:

πππ|α0 ∼ Dir(
α0

K
, · · · ,

α0

K
), zi|πππ ∼ πππ

φk|G0 ∼ G0, xi|zi, (φk)K
k=1 ∼ F (φzi

)

GK =
K∑

k=1

πkδφk

根据 Dirichlet分布的性质[20],给定除了第 i个

观测数据外的指示因子分布 Z\i,第 i个观测数据的

指示因子预测分布为

p(zi = k|Z\i, α0) =
N
\i
k + α0

K

N − 1 + α0

(9)

其中, N
\i
k =

∑
j 6=i δ(zj, k).
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图 5 有限单元混合模型的有向图表示

(根据文献 [5, 20] 重绘)

Fig. 5 Directed graphical representations of finite

mixture model (redraw based on [5, 20])

由式 (9)可以看到,当K →∞时,存在

p(zi = k|Z\i, α0) =
N
\i
k

N − 1 + α0

因此,当 xi 属于一个空的新类时,

p(zi = k̄|Z\i, α0) =

1−
∑

k,N
\i
k ≥0

p(zi = k|Z\i, α0) =

1−
∑

k

N
\i
k

N − 1 + α0

=

α0

N − 1 + α0

从上面初步的推导过程可以看到, 当混合模型
中的单元数趋于无穷大时, 指示因子的预测分布和
Dirichlet过程混合模型的性质一致[20]. Ishwaran和
Zarepour证明,当K →∞时,有限组成单元混合模
型等价于 Dirichlet 过程混合模型, πππ ∼ GEM(α0),
G ∼ DP(α0, G0)[41].
有限混合模型的近似过程为我们提供了近似求

解 Dirichlet 过程的一种途径, 有些近似算法[33, 43]

和聚类模型[44] 正是基于这种近似思想发展而来的.

1.6 Dirichlet过程的应用

Dirichlet 过程混合模型为 Dirichlet 过程的应
用提供了思路.近年来, Dirichlet过程作为先验分布
在很多领域的数据处理中得到了应用.

Bouguila 等充分利用 Dirichlet 过程混合模型
可以由有限模型取无限近似得到的性质, 建立一种
延伸 Dirichlet过程混合模型[44],采样实现图像数据
的分类和建模,如图 6所示.

图 6 延伸 Dirichlet过程混合模型的有向图模型

(根据文献 [44] 重绘)

Fig. 6 Directed graphical representations of generalized

Dirichlet process mixture model (redraw based on [44])

Fox 等采用 Dirichlet 过程混合模型的聚类性
质,利用数据关联信息,在机动目标跟踪中实现了跟
踪目标数量的确定[45].
在图像分割中, 马尔科夫随机场是一个重要的

工具, 马尔科夫随机场能将像素的空间关系结合在
一起,将像素间的相互作用加以传播.但是在对图像
分割时,分割区域个数始终是一个难以解决的问题.
Orbanz等将 Dirichlet过程引入到马尔科夫随机场
模型中, 对模型 Gibbs 采样实现图像分割区域个数
的自动生成[46].

Zhang等将Dirichlet过程混合模型应用在多元
有监督学习的回归问题上,实现 MCMC采样,得到
了良好的计算和统计学效果[47].

Qi 等将 Dirichlet 过程混合模型用在压缩传感
稀疏变换系数的学习中,并利用变分推断,实现模拟
数据和真实图像数据的分析和理解[48].
以 Dirichlet 过程为基本模型, 考虑到时间、空

间等因素的可变性, MacEachern 提出一种可变
的 Dirichlet 过程: DDP 过程 (Dependent Dirich-
let process)[49−53].在 DDP中,基分布 G0 是关于测

度空间的一个随机过程,参数 φk(ω) ∼ G0. DDP的
Stick-breaking构造可以表示如下[20]:

πk(ω) = βk(ω)
k−1∏
l=1

(1− βl(ω))

G =
∞∑

k=1

πk(ω)δ(θ(ω), φk(ω))

DDP使得数据具有了时间或空间等关联性,目
前基于 DDP的算法在连续时间序列[54] 和离散时间

的数据[55] 以及预测问题 (Predictor dependent)[56]

中得到了应用. Caron等利用 Dirichlet过程作为线
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性动态系统中噪声的先验分布进行密度估计, 实现
线性动态系统的优化和时间序列估计[57−58].

2 分层Dirichlet过程

Dirichlet 过程可以实现一组数据的聚类和分
析, 但在研究多组数据的聚类问题时, 单纯利用
Dirichlet 过程混合模型是无法实现建模分析的. 非
参数贝叶斯模型分层 Dirichlet 过程 (HDP)[3−5] 的

提出, 为实现多文档之间共享无限多个聚类提供了
解决途径.

HDP的有向图表示如图 7所示[5, 20],因而HDP
是 Dirichlet过程混合模型的多层形式,其中左图是
HDP的 Stick-breaking构造结构.从图中可以看到,
各个文档的主题均是服从基分布 H 分布, 这保证
了各个文档之间的主题共享. 首先, 以基分布 H 和

Concentration参数 γ 构成了 Dirichlet过程, G0 ∼
DP(γ, H). 而后以 G0 为基分布, 以 α0 为 Concen-
tration参数,对每一组数据构造 Dirichlet过程混合
模型, Gj ∼ DP(α0, G0).依据该层 Dirichlet过程为
先验分布,构造 Dirichlet过程混合模型

θji|Gj ∼ Gj, xji|θji ∼ F (θji)

图 7 HDP的有向图模型表示 (根据文献 [5, 20] 重绘)

Fig. 7 Directed graphical representations of hierarchical

Dirichlet process (redraw based on [5, 20])

在 HDP模型中,参数 γ 和 α0 的作用和 Dirich-
let 过程混合模型中的参数 α0 类似, 只是构造关系
稍微复杂一些.下面我们将以类似于 Dirichlet过程
的构造来解析 HDP模型.

2.1 Stick-breaking构造

根据文献 [5], HDP的 Stick-breaking构造可以

分为两层进行解析.首先, 第一层 Dirichlet过程

G0(φ) =
∞∑

k=1

βkδ(φ, φk)

βββ ∼ GEM(γ)

φk ∼ H(λ), k = 1, 2, · · ·
对每一组数据来说,以 G0 为基分布,每组的 Gj

在 (φk)∞k=1 各个点也有意义,因此第二层将每组 Gj

用 Stick-breaking构造表示为

Gj(φ) =
∞∑

k=1

πjkδ(φ, φjk), πππj = (πjk)∞k=1

由于 Gj 关于 G0 条件独立, 因此 πππj 关于 βββ 条

件独立,下面分析两者之间的构造关系.
对测度空间 Θ的一个任意划分 A1, · · · , Ar,令

Kl = {k : φk ∈ Al}, l = 1, · · · , r.因此, Kl 是对正

整数的有限划分,结合 Dirichlet过程的定义知

(Gj(A1), · · · , Gj(Ar)) ∼
Dir(α0G0(A1), · · · , α0G0(Ar))

因而有以下关系存在:
( ∑

k∈K1

πjk, · · · ,
∑

k∈Kr

πjk

)
∼

Dir(α0

∑
k∈K1

βk, · · · , α0

∑
k∈Kr

βk) (10)

从式 (10)看到, πππj是关于DP(α0,βββ)的Dirich-
let过程条件独立分布.

和 Dirichlet 过程混合模型中一样, 参数 θji 服

从分布Gj,以概率 πjk 取值 φk,设其指示因子为 zji,
则 HDP模型可表示为

βββ|γ ∼ GEM(γ), πππj|α0, βββ ∼ DP(α0,βββ)

zji|πππj ∼ πππj, φk| ∼ H

xji|zji, (φk)∞k=1 ∼ F (φzji
)

令基分布 H 的概率密度函数为 h(.|λ), HDP的
Stick-breaking 构造如图 7 中左图所示[20]. 图 8 是
对 HDP 的 Stick-breaking 构造中各层权重系数的
前 30个采样结果.

2.2 Chinese restaurant franchise构造

和 Dirichlet 过程的构造类似, HDP 也有类似
CRP的构造,只是其模型更加复杂,称为CRF (Chi-
nese restaurant franchise)构造[5].
模型中,一个 CRF中所有的餐厅共用一份相同
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(a) 权重系数 βk

(a) Weights of βk

(b) 权重系数 π1k

(b) Weights of π1k

(c) 权重系数 π2k

(c) Weights of π2k

(d) 权重系数 π3k

(d) Weights of π3k

图 8 HDP模型的 Stick-breaking构造前 30个权重系数采

样,其中 α0 = 5, γ = 5

Fig. 8 The first 30 mixture weights of stick-breaking

construction in hierarchical Dirichlet process, where

α0 = 5, γ = 5

的菜单, 菜单中菜的种类可以无穷多项. 和 CRP 中
一样, 每个餐厅可容纳无穷多张餐桌, 每张餐桌可
容纳无穷多位顾客,第一位顾客就座第一张餐桌,每
一张餐桌上的第一位客人负责点菜, 一张餐桌只有
一道菜, 其他后来就座于该餐桌的客人共同享用该
道菜.不同餐厅的不同餐桌可以点用同一道菜,同一
餐厅的不同餐桌也可点用同一道菜[5]. HDP的 CRF
构造如图 9所示[20].

图 9 HDP的 CRF图模型表示 (根据文献 [20] 重绘)

Fig. 9 CRF interpretations of hierarchical Dirichlet

process model (redraw based on [20])

在 HDP 中, 将要用到的各个符号意义说明如
下[5]: 观测变量的分布参数 θji 视为客人, 从基分布
H 中采样得到的参数序列 (φk)∞k=1 是菜单中不同的

菜,变量 ψjt 表示第 j 个餐厅里第 t张餐桌上的客人

点的菜. 因此, θji 只对应一个 ψjt, 而 ψjt 对应一个

φk.引入指示因子,令 tji表示 θji和 ψjt之间的关联,
kjt表示 ψjt和 φk 之间的关联,因此在 CRF中,第 j

个餐厅的第 i位顾客就座于第 tji 张餐桌上,第 t张

餐桌上点了第 kjt 道菜.
同时还定义了几个变量表示餐桌的个数和顾客

的个数, njtk 表示第 j 个餐厅里第 t张餐桌上在享用

第 k道菜的顾客数,因此 njt.表示第 j 个餐厅里第 t

张餐桌上的顾客数, nj.k 表示第 j 个餐厅里所有餐桌

上在享用第 k 道菜的顾客数. mjk 表示第 j 个餐厅

里所有在享用第 k道菜的餐桌数, mj. 表示第 j 个餐

厅里所有的餐桌数,而m.k表示所有餐厅里点了第 k

道菜的桌子数, m.. 表示所有餐厅里所有已有顾客就

座的餐桌数.
而后, 根据CRP中式 (1)和 (2),将Gj 和G0积

分消去后,分别得到式 (11)和 (12)[5].

θji|θj1, · · · , θj,i−1, α0, G0 ∼
mj.∑
t=1

njt.

i− 1 + α0

δψjt
+

α0

i− 1 + α0

G0 (11)

ψjt|ψ11, ψ12, · · · , ψ21, · · · , ψj,i−1, γ, H ∼
K∑

k=1

m.k

m.. + γ
δφk

+
γ

m.. + γ
H (12)

根据 CRF 解释式 (11) 和 (12), 如果顾客就座
于一张已有顾客的餐桌,则 θji = ψjt, tji = t.如果
就座于一张新的餐桌,则mj. 增 1,同时由分布 G中

采样得到 ψjmj.
∼ G0, θji = ψjmj.

, tji = mj..
如果餐桌上选用一道已经有顾客点过的菜, 那

么 ψjt = φk, kjt = k.如果选用一道新的菜,则K 增

1,同时从 H 中采样得到 φK , ψjt = φK , kjt = K.
在采样时,对每一个 j 和 i,首先利用式 (11)对

θji 进行采样,如果需要从 G0 中取新的样本,利用式
(12),得到新的 ψjt,并令 θji = ψjt.
因此, HDP 的 CRF 构造即是为顾客分配餐桌

和菜的过程,首先为每一位顾客分配餐桌,顾客选择
就座于哪张餐桌和这张餐桌已有的顾客数成正比,
同时顾客也可以选择一张新的餐桌就座. 在分配完
餐桌后, 为每张餐桌分配菜, 每道菜都有可能被点
到, 某道菜被点到的概率与已点用这道菜的餐桌个
数成正比,同时也可能有新的菜被点到.

HDP和Dirichlet过程一样,也可以由有限混合
模型取极限得到,具体细节可参考文献 [5].
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2.3 HDP的采样

本节中,主要分析基于MCMC (Markov chain
Monte Carlo) 的采样算法对 HDP 实现采样, 目前
采样算法主要采用 Collapsed Gibbs采样[5, 20, 39].
分三个小节,第 2.3.1 节和第 2.3.2 节介绍两种基于
CRF 的采样算法, 在第 2.3.3 节介绍了一种直接分
配的采样算法. 为了简化推导, 也不失一般应用性,
假设基分布H 和数据分布函数 F 是共轭分布. 为了
更方便查找文献和理解算法, 在采样过程中要用到
的符号意义和文献 [5]中类似.
假设模型中的观测数据 xji服从分布 F (θji), 关

于 φkjt
的先验分布为 H, 引入观测数据的 xji 的指

示因子 zji,使得 zji = kjtji
.

变量之间有以下关系存在: X = {xji : j, i},
Xjt = {xji : i, tji = t}, T = {tji : j, i}, K = {kjt :
j, t}, Z = {zji : j, i}, M = {mjk : j, k}.
假设观测数据的分布函数 F 的分布密度函数为

f(·|θ),基分布函数 H 有密度分布函数 h(·|λ).由于
选用的是函数 F 和 H 共轭分布,因此我们可以尝试
将分布参数积分消去,利用贝叶斯公式,关于观测数
据的条件分布为[5]

f
\xji

k (xji) =∫
f(xji|φk)

∏
j′ i′ 6=ji,z

j
′
i
′=k

f(xj′ i′ |φk)h(φk)dφk

∫ ∏
j′ i′ 6=ji,z

j
′
i
′=k

f(xj′ i′ |φk)h(φk)dφk

(13)

同样,一组数据的条件分布 f
\Xjt

k (Xjt)也可以采
用式 (13) 的关系计算得到. 本节的条件分布中, 将
Concentration参数等条件省略,即

f
\xji

k (xji) = f
\xji

k (xji|X \ji, α0, λ, γ)

2.3.1 基于 CRF后验采样算法

在HDP中,利用Collapsed Gibbs采样算法,分
两个层次对数据实现聚类.和 Dirichlet过程混合模
型中类似,在 CRF中,首先为每一位顾客分配餐桌,
而后再为餐桌分配菜.因此,有以下关系存在:

p(tji = t|, T \ji,K) ∝{
n
\ji
jt. f

\xji

kjt
(xji), t 为已有顾客就座的餐桌

α0p(xji|T \ji, tji = tnew,K), t = tnew

(14)

在上式中, f
\xji

kji
(xji) 可按照式 (13) 得到. 当顾

客就座于一张新的餐桌时,观测数据的条件分布为

p(xji|T \ji, tji = tnew, K) =
K∑

k=1

m.k

m.. + γ
f
\xji

k (xji) +
γ

m.. + γ
f
\xji

knew(xji)

(15)

式 (15)中, 等号右边第 1 项是新的餐桌点用已
有顾客点过的菜之概率和, 第 2 项是该新的餐桌点
一道新的菜的概率.

而后, 对每个餐厅中的餐桌分配菜, 因此, 此时
的分析对象是各个餐厅的不同餐桌, 而由于在整个
CRF中共用一个菜谱,则有

p(kjt = k|K\jt, T ) ∝{
m
\jt
.k f

\Xjt

k (Xjt), k 为已有顾客点用的菜

γf
\Xjt

knew (Xjt), k = knew

(16)

按照上面的分配方式实现数据的聚类分析是完

全基于 CRF的采样方式,称为基于 CRF的后验采
样算法[5],其中将 G0 和 H 均积分消去,只留下数据
的聚类特征.

2.3.2 Augmented representation后验采样算
法

基于 CRF 的后验采样算法无法得到 Stick-
breaking 构造中的权重系数 πjk, 这将为 HDP 模
型的应用带来问题,比如在后续要提到的模型 HDP-
HMM中,需要权重系数 πjk的定量值.为此,在CRF
的基础上得到 (T ,K) 时, 由于 G0 ∼ DP(γ, H), 每
个 t对应的 ψjt采样于G0, 因此在所有 t对应的ψψψjt

条件下有

G0|ψψψjt ∼ DP


γ + m..,

γH +
K∑

k=1

m.kδφk

γ + m..




因此,

βββ = (β1, · · · , βK , βu) ∼ Dir(m.1, · · · ,m.K , γ)

Gu ∼ DP(γ, H)

p(φk|T ,K) ∝ h(φk)
∏

ji:kjtji
=k

f(xji|φk)

G0 =
K∑

k=1

βkδφk
+ βuGu (17)

在采样过程中,我们关心的是 T 和 K,因此需要
将式 (17)中 φk 和 Gu 积分消去. T 和 K的采样与
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式 (14)和式 (16)一致.需要注意的是,此时上两式
中需要用 βk 代替m.k, βu 代替 γ 进行计算.采样中,
新的 knew 产生时, βknew = bβu, βnew

u = (1 − b)βu,
其中, b ∼ Beta(1, γ), b的采样充分利用了 Dirichlet
过程的 Stick-breaking构造的性质.
对 βββ 采样

(β1, · · · , βK , βu)|T ,K ∼ Dir(m.1, · · · ,m.K , γ)
(18)

上面采样过程是Augmented representation后
验采样算法[5],该采样算法实现了权重系数的跟踪和
计算.

2.3.3 直接分配后验采样算法

前面两小节中的采样算法是基于 CRF 构造的
采样,在采样过程中,首先分配餐桌 tji,而后为餐桌
分配菜 kjt,这两种方式都是间接对数据进行聚类分
析的方式. 在 HDP 采样中, 还有直接分配 (Direct
assignment)后验采样算法[5],这种算法的主要思路
与 CRF不同,直接对观测数据的指示因子 zji 进行

聚类分析,其中 zji 和前两节中的 kjtji
对应,而此时

的餐桌通过mjk 起作用.
根据文献 [5]首先对指示因子Z 采样,由式 (14)

和 (15)得到以下分配关系:

p(zji = k|Z\ji,M,βββ) ∝{
(n\ji

j.k + α0βk)f
\xji

k (xji), k 为已有顾客点用的菜

α0βuf
\xji

knew(xji), k = knew

此时,由 βk 替换m.k, βu 替换 γ.
而后, 为每一个餐厅的顾客分配餐桌个数, An-

toniak证明mjk 的采样存在以下关系
[26]:

p(mjk = m|Z,M\jk,βββ) =
Γ(α0βk)

Γ(α0βk + nj.k)
s(nj.k,m)(α0βk)m

其中, s(n,m)是 Stirling数.
然后根据式 (18),计算权重系数 βββ.如此完成直

接分配后验采样算法,在算法中,直接得到数据的指
示因子,实现聚类分析.

2.3.4 三种采样算法的比较分析

在三种采样算法中,前两种的实现相对较繁琐,
但是这两种采样算法和 HDP的 CRF构造一致,比
较容易理解. 在采样过程中, 为餐桌分配菜时, 同时
更新很多数据的聚类属性, 因此, 这两种采样方法
中, 收敛速度快, 效果好. 第三种方法, 对指示因子
直接进行聚类分析, 每次只更新一个数据的聚类属
性, 算法的收敛速度相对会慢. 另一方面, 第一种方
法将 G0, H 积分消去, 无法得到权重系数的分布,

第二种和第三种采样算法能够得到权重系数的信

息,而 HDP算法作为先验分布用在其他模型中,如
HDP-HMM模型,一般需要这些权重信息[5].
值得说明的是,在三种采样算法中, Concentra-

tion参数 α0 和 γ 的更新可参考文献 [25].

2.4 实验分析

为了验证 HDP 的聚类性质, 本文作者采用
C++ 语言在 Visual Studio 6.0 编译环境下, 对常
用来做主题 (Topics) 提取算法测试[59−61] 的数据,
利用 HDP的三种采样算法分别进行主题提取.如图
10所示,文档的字典是从 5 像素 × 5 像素的图像中
选择的,即用图中像素点的位置 (1, · · · , 25)等 25个
数字作为字典数据, 而数据的分布主题有竖条和横
条十种分布情况. 每一个文档均是由竖条和横条主
题随机组合生成, 而后由这些主题生成文档中的单
词.因此,利用 HDP模型要实现的聚类任务即是将
10个主题从多文档中的提取出来.图 11是作者采用
CRF进行采样的前 1 000次结果.

图 10 10 个主题分布图示

Fig. 10 Graphical representations of 10 topics

图 11 Gibbs采样中前 1 000次采样中若干次采样结果

Fig. 11 Some results in the first 1 000 iterations of

Gibbs sampling

在该实验中共有 40 组文档, 每组文档有 50 个
单词组成, 先验分布 H 是 Dirichlet 分布, 观测数
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据服从 F 多项式分布. 图 11 的每一步循环结果
中, 第 1 项 iter 对应采样循环次数, cluster 项是聚
类个数, alpha和 gamma 项分别是采样中 HDP的
Concentration参数 α0 和 γ 的更新值.从图中实验
结果可看到,通过随机初始化时主题分布很乱,但在
经过大约 20步采样后,主题的分布模式即开始呈现.
HDP的良好聚类效果在 Teh公布的Matlab版本的
测试程序[61] 中给出了很好的实验结果.

3 Hierarchical Dirichlet 过程—隐马尔

科夫模型 (HDP-HMM)

3.1 HDP-HMM介绍

隐马尔科夫模型 (Hidden Markov models,
HMM)[62] 在空间、时间序列数据的分析、建模中
得到了广泛的发展和应用. HMM 模型是一个两层
的随机过程:马尔科夫链和一般随机过程.其中马尔
科夫链描述了状态的转移, 一般用转移概率矩阵描
述;而一般随机过程描述状态和观测序列间的关系,
用观察概率矩阵描述.
图 12是 T 时刻时 HMM的模型示意图.其中,

v0, · · · , vT 是在 T 时刻前出现的状态,各时刻的状
态均可以从 K 个不同的状态中取值,不同状态之间
的转换由转换概率矩阵 A决定.而 y1, · · · , yT 分别

是不同状态下出现的观测值,观测值 yt 关于状态 vt

条件独立.假设在给定状态 vt 下,观测值 yt 的分布

为 Fφvt
(yt), 此分布通常称为 “发散分布 (Emission

distribution)”, 各个状态下观测值的分布组成发散
分布矩阵 B.

图 12 HMM的有向图模型

Fig. 12 Directed graphical representations of HMM

在 HMM 中, 状态数 K 是需要提前确定的, 而
且是有限的,即状态 v0, · · · , vT 只能在此 K 个状态

之间进行转移. HDP-HMM 模型解决了 HMM 中
有限状态的限制[5, 63], 因此有时又称 iHMM (Infi-
nite HMM)模型,如图 13所示[5]是 HDP-HMM的
Stick-breaking构造. HDP-HMM充分利用 Dirich-
let过程的性质,实现 HMM中状态数自动生成.

根据文献 [5], HDP-HMM的 Stick-breaking构
造如下:

βββ|γ ∼ GEM(γ)

πππk|α0,βββ ∼ DP(α0,βββ)

φk|H ∼ H (19)

在时间 t = 1, · · · , T 时, 状态之间的转移和观
测值的分布分别为

图 13 HDP-HMM的有向图模型[5]

Fig. 13 Directed graphical representations of

HDP-HMM[5]

vt|vt−1, (πππk)∞k=1 ∼ πππvt−1

yt|vt, (φk)∞k=1 ∼ F (yt|φvt
) (20)

根据式 (19) 和 (20), 对 HDP-HMM 进行采

样[5, 64−65],首先对 βββ 采样,

p(β1, · · · , βK , βk̄|T ,K, y1, · · · , yT , γ) ∝
Dir(m.1, · · · ,m.K , γ)

对状态量 vt 采样,

p(vt|V\t, y1, · · · , yT ,βββ, α0, λ) ∝
p(vt|V\t,βββ, α0)p(yt|Y\t, vt,V\t, λ) (21)

在式 (21)中,等号右边第 1 项根据马尔科夫链
和 Dirichlet过程的性质可以得到,当状态 vt = k, k

为已出现过的状态时,

p(vt = k|V\t,βββ, α0) ∝ (α0βk + n
\t
vt−1k)×(

α0βk + n
\t
kvt+1

+ δ(vt−1, k)δ(vt+1, k)

α0 + n
\t
k. + δ(vt−1, k)

)

其中, nkj 是状态 k 到状态 j 的转移次数, n.j 是由

其他状态转移到状态 j 的次数, nk. 是由状态 k 转移

到其他状态的次数.
状态 vt = k̄为一新出现的状态时,

p(vt = k̄|V\t,βββ, α0) ∝ α0βk̄βvt+1

式 (21)中等号右边第 2 项, p(yt|Y\t, vt,V\t, λ)
的计算参考式 (6)和 (13)可得.
然后对mjk 采样,

p(mjk = m|njk,βββ, α0) =
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Γ(α0βk)
Γ(α0βk + njk)

s(njk,m)(α0βk)m

其中, s(n,m)是 Stirling数.
因此, HDP-HMM既有 HMM处理序列数据的

特点,又具有 HDP自动生成聚类数目和实现聚类的
功能.因此,近年来, HDP-HMM模型受到了广泛的
关注和研究.除了 HDP-HMM模型, HDP的出现同
时也为 HMM模型的应用提供了更多的灵活性和适
用性.

4 HDP和HDP-HMM模型的应用

4.1 HDP模型的应用

由于具有很好的聚类性质, 近年来, HDP 算法
在视频监控、图像理解和图像标注、文本分类、认知

研究、信息检索等方面得到了广泛的关注和应用.
文档是由几个主题组成, HDP 能够将文档中

的单词按照主题实现聚类, 实现文档间的主题共享
和主题提取. 但是, HDP 无法实现文档层数据的聚
类.要实现这个目标,单纯地在 HDP上层添加一层
Dirichlet 过程是无法实现的, 因为这样只能实现不
同文集之间的主题共享.为了实现文档层的聚类,必
须对模型加以改进. Wang等提出了几种基于 HDP
的改进算法[7−10, 39], 用于处理视频监控、雷达扫描
数据和磁共振实验采集的大脑神经系统的活动信息

等数据信息,实现文档数据级别的聚类分析,其中典
型的模型是 Dual-HDP 模型[8−9], 如图 14 所示. 模
型中,在 HDP的基础上,嵌入 DDP模型,实现了不
同文档之间主题的共享, 而且描述了同一类文档内
具有的相同主题分布模式. Wang 等将视频中运动
目标的运动轨迹视作文档, 将轨迹上的不同运动模
式, 比如直行或右转弯等运动, 视为文档中的主题,
将轨迹上的每个点视作文档中的单词, 采用 Gibbs
采样, Dual-HDP 模型不仅实现了轨迹上不同运动
模式的提取, 而且实现了轨迹文档的聚类和基于运
动模式的视频检索等[8−9, 39].

根据文献 [8−9], Dual-HDP 模型的 Stick-
breaking构造如下:

Q =
∞∑

c=1

εcδG̃c
, εc = ε

′
c

c−1∏
l=1

(1− ε
′
l), ε

′
c ∼ Beta(1, µ)

G̃c ∼ DP(ρ,G0), G̃c =
∞∑

k=1

π̃ππckδφ̃ck

Gj ∼ DP(α, G̃cj
)

由于 G0 ∼ DP(γ, H), φk ∼ H, 因此, 所有的
(G̃c)∞c=1 有共同的主题,即 φ̃ck = φk,只是主题分布

的组合不同, 即权重系数 {π̃ππck} 的分布不同. 不同
的文档 Gj 可以选择同一个先验分布 G̃c,这样不同
的文档之间形成了聚类 c, 根据 Gj ∼ DP(α, G̃cj

)
组合生成文档 Gj. 然后, 文档中主题和单词的生成
原理和 HDP模型中相同.在 Dual-HDP中,参数 µ

控制文档在文集中的混合分布情况, 参数 ρ 控制主

题在文档的分布情况. Dual-HDP 模型是对不同文
档的聚类, 文档又随着主题的分布变化, 因此 Q ∼
DDP(µ, ρ, G0).

图 14 Dual-HDP的有向图模型[8]

Fig. 14 Directed graphical representations of

Dual-HDP[8]

在 Dual-HDP模型中,采样过程如下[8]:
1) 给定或根据上一步采样得到文档的分类属性

{cj} 进行采样,此时 Dual-HDP变成了 HDP模型,
按照 HDP模型的采样过程进行.

2) 根据 {zji}, {πππ0k}, {π̃ππck}对每个文档的分类
属性 {cj}进行采样.

Dual-HDP算法的详细采样过程可进一步参考
文献 [8−9, 39].

在静态图像的处理中, Sudderth 等提出基
于 Dirichlet 过程和 HDP 的 TDP (Transformed
Dirichlet process) 等模型[11, 20, 66−67], 其中一个典
型模型如图 15 所示. Sudderth 等将图像中像素
点的位置和像素的颜色等信息作为分析数据, 利用
Gibbs采样,通过提取图像中的 “共享部分 (Sharing
parts)”,得到图像中的共有主题,实现视频图像场景
的分类学习,进而实现图像场景的理解和描述.
在静态图像的标注中, 图像的内容是由不同的

区域 (Regions) 组成的, 而图像的题注信息则从文
字上反映了图像的信息. 随着图像数据量的增大,
对图像实现人工标注的工作量变得越来越繁重. 基
于 HDP, Yakhnenko 等提出一种称为 MoM-HDP
(Multi-modal hierarchical Dirichlet process)的模
型[6, 32], 如图 16 所示, 根据该模型, 采用变分推断,
实现了对图像中不同区域的理解和图像题注的主题
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提取分类学习, 为多模态的数据分类学习和自动进
行图像标注提供了一种途径.

Xing 等利用 Dirichlet 过程和 HDP 模型作为
先验分布应用在单体型 (Haplotye)推断中,描述了
单体型的个数和统计信息[68−69].
在文本处理中, Cowans 即于 2004 年实现利用

HDP模型作为先验分布的文本信息检索[70].

图 15 Transformed Dirichlet process的有向图模型[11]

Fig. 15 Directed graphical representations of

transformed Dirichlet process[11]

图 16 MoM-HDP的有向图模型 (根据文献 [6] 重绘)

Fig. 16 Directed graphical representations of MoM-HDP

(redraw based on [6])

Canini等将 DP和 HDP模型分别用于对心理
学研究中人种类别学习和迁移学习问题中主题共享

的作用分析[71−72].
Li 等充分利用 Dirichlet 过程混合模型作为先

验分布, 尝试实现视频监控中基于轨迹信息的视频
检索[73].

4.2 HDP-HMM以及其他类似模型的应用

HDP-HMM 模型是 HDP 模型的一种应用, 即
将 HDP模型作为基本的先验分布应用在其他概率
图模型中. 本节以 HDP-HMM 为代表, 介绍 HDP
模型在其他概率图模型算法构造中的应用, 并将这

些算法在语音数据、视频监控、静态图像处理、机动

目标跟踪、生物信息数据、音乐数据等领域的应用

作简要介绍.
在语音数据的处理中, Gael 等将 HDP-HMM

模型应用于语音处理的词性标注[74], 同时为了使
得 HDP-HMM 取得良好的采样效果, 使用了一种
Beam sampling 的采样算法[64], 为 HDP-HMM 的
应用提供了进一步的有利条件.
在视频监控数据处理中, Hu 和 Zhang 等利用

HDP-HMM模型,采用上述 Beam sampling采样算
法, 实现视频监控中的行为异常检测和运动模式识
别[65, 75]. Pruteanu-Malinici 等利用 HDP 为先验
分布的 iHMM模型,分别用 MCMC采样和变分推
断实现视频监控中运动模式的训练, 并依此检测异
常行为事件[76−77].
参考 HDP-HMM 的结构, Xu 等提出一种

HDP-HTM (HDP with hierarchical transition ma-
trix) 的算法, 利用此模型, 自动生成聚类数目,
尝试改善进化聚类中的聚类对应 (Cluster corre-
spondence) 问题, 实验测试进化聚类效果得到改
善[78−79].

Fox 等结合并改进了 HDP 和 HMM 模型, 实
现了多机动目标的跟踪[12, 40, 80],并提出一种 Sticky
HDP-HMM模型[12],如图 17所示.该模型尝试改善
HDP-HMM 模型中标记偏置 (Label bias) 问题, 通
过有效的采样算法, 分别利用模拟数据和实际语音
数据对算法进行测试.

图 17 Sticky HDP-HMM的有向图模型[12]

Fig. 17 Directed graphical representations of sticky

HDP-HMM[12]

在静态图像处理中, Zhu等将 HDP模型成功应
用在 2DHMM模型中[81],如图 18所示.利用 HDP-
2DHMM 实现图像纹理学习和合成, 同时得到纹理
基元个数和反应纹理基元之间空间关系的转移矩阵,
采样实现纹理图像的分割和合并等.

与 HDP模型在 HMM中的应用类似, Kivinen
等将 HDP 模型作为 Markov tree 中状态和观测值
的先验分布,如图 19所示.利用 HDP-HMT (HDP-
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hidden Markov trees)模型将图像中由 Sift提取得
到的特征之间的空间相关性进行建模, 实现图像场
景的学习和描述[82−83].

图 18 HDP-2DHMM的有向图模型[81]

Fig. 18 Directed graphical representations of

HDP-2DHMM[81]

图 19 HDP-HMT的有向图模型[82]

Fig. 19 Directed graphical representations of

HDP-HMT[82]

在 HDP-HMM模型中,每一个初始状态对应一
个 Dirichlet 过程混合模型来描述其状态转移矩阵,
而事实上所有的初始状态和目标状态都来自于一个

无限状态空间. 基于这一事实, Sohn 和 Xing 等提
出 HMDP (Hidden Markov Dirichlet process),对
每个初始状态对应的 Dirichlet 过程建立了统一的
模型,利用分层 Polya urn构造实现 HMDP采样过
程,并将 HMDP算法分别应用于模拟和真实数据的
单体型推断的 Ancestral推断等问题中,与利用传统
HMM等参数模型的实验结果相比较, HMDP模型
显现了明显的优势[84−85].
与 HDP 在 HMM 中的应用思路稍微不同, Qi

等将 HMM 中三组参数: 转移矩阵 A、发散分布矩

阵 B 和初始状态分布向量 πππ, 作为一个参数组元

Θk = {Ak, Bk,πππk}, 利用 Dirichlet 过程混合模型
作为此参数的先验分布同时实现 HMM 中状态个
数和参数的学习,如图 20所示.在 Dirichlet过程混
合模型中,选用共轭分布 Gaussian-Wishart分布和
Gaussian分布进行建模,分别采用 Gibbs采样和变
分推断将算法应用于音乐数据的分析[86].

图 20 DP-HMM的 Stick-breaking构造有向图模型[86]

Fig. 20 Stick-breaking construction of DP-HMM[86]

到目前为止, HDP-HMM 中的 HMM 层和

DDP 模型考虑到时间序列性, 而 HDP 模型等不
具有时间相关性,然而在 HMM层或 DDP模型中,
其时间、空间等相关性上也很有限. Ren 等提出一
种动态 HDP 模型 (Dynamic HDP, dHDP)[87−88],
即各个数据组 Gj 之间是存在动态顺序关系的, 如
图 21所示. Ren等将 dHDP模型作为 HMM的先
验分布进行建模, 并在音乐数据分析中进行了实验
验证[88−89]. 因此, dHDP-HMM 模型同时考虑了数
据之间和数据状态之间的时间序列性. Pruteanu-
Malinici 等基于 dHDP 模型, 假设同一时间段的文
档的主题分布服从同一混合模型, 分别利用 dHDP
和 dLDA (Dynamic LDA)模型,采用变分推断,对
带有时间标签的文档数据进行主题提取[90].

5 HDP和 LDA模型比较分析

由于 HDP 和 LDA[91] 同是近年来受到关注比

较多的贝叶斯模型, 本节对两类算法进行简要比较
分析.

5.1 LDA模型介绍

和 HDP 模型一样, LDA 模型也是一种生成式
分类器模型, 如图 22 所示. 首先按照模型的产生过
程对模型进行描述.

假设已知文集中包含 K 个主题,文档中的主题
分布由参数 ααα决定,主题中单词的分布由主题 zn 和

词典参数 βββ 共同决定, 按照以下关系生成文集中的
每一个文档[91]:
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图 21 dHDP的有向图模型 (根据文献 [88] 重绘)

Fig. 21 Directed graphical representations of dHDP

(redraw based on [88])

图 22 LDA的有向图模型[91]

Fig. 22 Directed graphical representations of LDA[91]

1) 可以根据 N ∼ Possion(ξ)随机选取文档中
单词个数 N ;

2) 根据参数向量选取主题分布概率, θθθ ∼
Dir(ααα), θθθ是K 维向量;

3) 对每一个单词 wn, n = 1, · · · , N ,
a) 根据单词 wn 的指示因子 zn ∼ θθθ分配主题;
b) wn 在主题 zn 条件下,在词典中服从多项式

分布,根据 wn ∼ p(wn|zn,βββ)选取单词 wn.
文档生成过程和主题提取过程相反, 在进行主

题提取时,单词 wn 是观测量,而主题分布参数 θ 和

单词的指示因子 zn 是隐变量,因此和 HDP中一样,
LDA可以有两种解决方式:变分推断和Gibbs采样.
最初 LDA模型是通过 Mean-field变分近似推断结
合 EM算法实现的[91−92],目前 LDA的 Gibbs采样
算法也已得到了推广和广泛应用[59, 93−94].

LDA 模型或者基于 LDA 模型改进的各种算
法在文本主题提取、推荐系统、音乐视频内容、

新闻报纸数据的处理等领域中得到了广泛的应

用[59−60, 91−92, 94−96]. 以 LDA 为核心模型, 在 Blei
等的工作下, 形成了以挖掘文档数据中潜在的语义
结构为主要目的的一类概率模型: 主题模型 (Topic
models)[97].但是, LDA模型中主题的个数需要提前
输入,主题提取效果受到主题个数的影响,因此必须
尽量精确地估算文档中的主题个数.

5.2 HDP和 LDA的异同

HDP和 LDA具有很多相同点,归纳如下:
1) 模型的功能
a) 均实现文档数据内部的主题挖掘,实现多文

档之间的主题共享;
b) 同时对文档的主题和主题内部的单词建立概

率描述.
2) 模型的机理
a) 在概率图模型中, 均是有向图表示;
b) 均是非监督学习模型;
c) 均假设文档是由服从某种概率分布的主题组

成,每个主题由服从某种概率分布的单词组成;
d) 均将文档数据看作是 Bag of word[98],文档

中的Word满足可交换性.
HDP 相比 LDA 具有更多优势, 两者具有下列

不同点:
1) 模型中聚类数目的鲁棒性
a) HDP模型不但能实现聚类和推断等功能,而

且能够自动生成聚类数目, 因此大大增强了算法的
鲁棒性;

b) LDA的聚类数目需人为提前给定.
2) 模型对其他算法的构造作用
a) Dirichlet过程和 HDP模型作为一种结构单

元,广泛应用于 HDP-HMM模型等其他算法的构造
中, 因此 HDP 模型不再是一种单纯的主题提取算
法;

b) LDA是参数贝叶斯模型,且模型的概率分布
受到限制,因此,对其他模型的构造受到限制.

3) 模型的复杂度
a) Dirichlet过程和 HDP均是非参数贝叶斯模

型,是随机过程的应用,模型较为复杂;
b) LDA是参数贝叶斯模型,模型中主题和单词

的分布均是简单的概率分布.

6 需要进一步研究的问题探讨和结论

机器学习和人工智能是一类迅速发展的学科,
即使是对该领域的某一类模型也很难形成既有充分

信息支持又有充分根据的展望. 因此,作者在此谨慎
地对Dirichlet过程相关的一类模型需要进一步发展
的几个方面作一探讨:
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1) 目前基于 Dirichlet过程的相关算法,大多采
用 MCMC采样计算,这一类算法有两个问题:一是
计算量大,二是收敛问题没有得到解决.因此当实验
数据非常庞大,尤其是文字处理中数据量非常大时,
实验很难进行下去.研究快速、有效的采样算法是一
种解决途径.

2) 虽然 Dirichlet过程已经有变分近似解,但是
这种形式的解通常仅仅能完成简单模型的近似解,
对更加复杂的 HDP 或 HDP-HMM 等复杂的模型
很难得到良好的近似解, 而且即使是变分推断的方
式, 计算量仍然是一个问题, 因此, 在理论上需要进
一步的研究和论证.

3) 随着数据量的迅速增多,数据的内容越来越
丰富, 比如视频监控数据和股票交易信息等很多数
据具有时间性或 (和) 空间性.未来进行数据分析和
建模时,必然要考虑到数据的时间、空间性.因此,充
分利用 Dirichlet过程良好聚类性质的基础上,进一
步建立和发展动态模型系统是很有必要的工作.

4) 在人工智能、机器学习等的模型和算法中,
实现数据的聚类学习是一项重要任务, Dirichlet过
程作为一种先验分布具备的良好的聚类性质.因此,
和 HDP-HMM类似, 将 Dirichlet过程作为一种基
本的算法框架应用于其他算法中, 也不失为一种好
的应用前景,比如可以将 Dirichlet过程应用于条件
随机场等对数据进行分类学习的模型中.

Dirichlet过程作为先验分布的各种算法是一类
新发展起来的聚类模型,为机器学习、人工智能等领
域提供了新的研究方法.其良好的聚类性质和直观、
简明的概率图模型表示,使其受到了广泛的关注.本
文根据近年来 Dirichlet 过程和以其为先验分布的
各种非参数贝叶斯模型的发展和应用为主线, 介绍
Dirichlet过程、HDP模型和 HDP-HMM模型,并
介绍了以这些模型为代表的各种算法在静态图像内

容处理、视频监控内容分析、文本分析、认知研究等

领域的应用现状.最后探讨了 Dirichlet过程在理论
和应用中有待研究和发展的几个问题.
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