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点模型微分属性的估算及其应用

王仁芳 1 徐惠霞 1 陈仲委 1 李继芳 1

摘 要 为了有效地估算点模型的微分属性, 提出了一种基于几何特征相似性的估算方法. 首先, 利用Mean shift (MS) 聚类

法, 对点模型进行几何特征相似性聚类; 然后, 基于径向基函数 (Radial basis functions, RBF), 重构各聚类单元的局部隐式曲

面; 最后, 依据经典微分几何理论, 在径向基函数曲面上便捷地求解采样点的微分属性并给出具体应用. 实验与应用结果表明,

该方法能够比较精确地估算出点模型的微分属性且得到有效应用.
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Abstract Based on the geometry-features similarity, an algorithm is presented for effectively estimating the differential

properties on point-sampled surfaces (PSS). By using mean-shift (MS) clustering, PSS is first clustered into clusters

according to the surface-features similarity. Based on radial base functions, a local implicit surface is then reconstructed

that approximates the sampled points in a cluster. By applying the theory of classical differential geometry to each implicit

surface, the differential properties of each sampled point on PSS are finally estimated and their applications are given.

Some experimental results demonstrate that the algorithm can accurately estimate the differential properties on PSS and

is effective.
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以离散点为表面表达方式的点模型, 因为具有
数据获取方便、数据结构简单及无需维护拓扑结构

等优点, 使得点模型的数字几何处理[1−5] 已成为计

算机图形学中一个新兴的研究热点. 在数字几何处
理中, 模型表面的微分属性 (法向、曲率和主方向等)
是必不可少的信息, 常常起着非常重要的作用. 因
此, 点模型表面 (Point-sampled surfaces, PSS) 微
分属性的精确估算是该领域主要的基础研究内容.

连续形式的参数曲面和隐式曲面是传统的曲面

表示方式, 其微分属性的计算已有较完备的方法[6];
然而, 离散形式的网格曲面和点模型, 其微分属性只
能得到近似值. 基于网格的表示一直是计算机图形
学中模型表示的主流, 因此, 现有的离散曲面微分属
性的估算方法[7−9] 大多集中于网格模型, 文献 [10]
对网格曲面微分属性的估算方法进行了总结和分析.
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然而, 网格曲面上的估算方法基本上都依赖于网格
顶点之间的拓扑连接信息, 但是点模型采样点间是
没有拓扑连接信息的, 这严重地限制了它们在点模
型上的推广应用.
点模型表面微分属性的估算主要有基于主元分

析[11−12] 和基于逼近曲面[3, 13−15] 两类方法. 基于
主元分析法的实质是利用一次平面来拟合点模型

采样点的邻域点集, 以该拟合平面的法向作为采样
点法向的一种近似[11−12], 以曲面变分[11] 作为其近

似曲率; 因此, 该类方法估算出的微分属性是粗糙
和不精确的. 基于逼近曲面法通常首先重构出采样
点集的逼近曲面, 然后, 依据微分几何理论知识估
算出采样点的微分属性; 因此, 该类方法估算出的
微分属性较为准确. 目前该类估算方法主要集中于
MLS (Moving least squares) 法[3, 13−14] 和径向基

函数 (Radial basis functions, RBF) 法[15], 前者中
局部参考平面的选取是一非线性优化过程, 该过程
比较耗时且微分属性的估算较为复杂; 后者的主要
问题是如何快速实现 RBF 的求解.
早期使用的 RBF 是全局支撑的[16], 计算和存

储消耗都很大, 难以实现快速重构; 尽管紧支撑
RBF[17] 克服了计算和存储问题, 但在处理采样密
度变化较大的非均匀点集时效果不好且本质上仍是
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全局的计算. 文献 [18−19] 应用单元分解的思想将
点模型分解成一系列子域 (单元), 通过融合各单元
的局部 RBF 曲面构造全局的隐式曲面; 尽管较快
速地实现了重构, 但各单元的划分是基于采样点的
空间关系进行的, 而没有考虑点模型表面区域几何
特征的相似性, 因此, 影响了隐式曲面重构与微分属
性估算的精确性. 同样地, 文献 [3, 13−14] 在构建
MLS 局部曲面时也是如此.
鉴于此, 本文提出一种基于几何特征相似性的

点模型微分属性估算方法. 首先, 对点模型进行几
何特征相似性聚类, 并在各个聚类单元上进行局部
RBF 曲面重构; 然后, 依据微分几何理论在 RBF 曲
面上便捷地求解微分属性; 最后, 给出本文微分属性
估算的具体应用.

1 点模型的几何特征相似性聚类

Mean shift (MS) 是一种基于多模特征空间分
析的一般性非参数技术, 已广泛应用于计算机视觉
与模式识别等领域, 其优势在于对点的类聚功能, 使
得每个类簇内的点具有特征相似性. 本文利用 MS
聚类法来实现点模型 P = {p1, · · · ,pn} 的几何特
征相似性聚类, 在进行MS 聚类时用到了采样点 pi

的法向 ni 和曲率信息 Hi, 因此, 我们首先利用加权
主元分析法[12−13] 粗略地估算出采样点的法向和曲

率.

1.1 法向和曲率的粗略估算

采样点 pi 的加权协方差矩阵定义为

C =
∑

pj∈Nk(pi)

(pj − c) · (pj − c)T · θ(pi,pj)

其中, Nk(pi) 是 pi 的 k -最近邻域点集 (通常取
k ∈ [9, 30]); c =

∑
pj∈Nk(pi)

pj · θ(pi,pj) 是 Nk(pi)
的加权质心; θ(x) 是单调递减权函数, 一般选择高
斯函数 θ(d) = e−d2/h2

, 本文局部地确定高斯参数
h, 动态地取 h = r/3 (r 是 Nk(pi) 包围球半径). 矩
阵 C 是对称半正定的, 其三个特征值 λ0, λ1 和 λ2

为非负实值 (设 0 ≤ λ0 ≤ λ1 ≤ λ2), 则 λ0 对应

的特征向量 v0 视为 pi 的近似法向
[13], 曲面变分

σi
k = σk(pi) = λ0/(λ0 + λ1 + λ2) 视为 pi 的近似曲

率[11].

1.2 点模型的MS聚类

首先, 对 MS 算法作简要的介绍. 给定 d 维欧
氏空间 Rd 中一点集 S = {x 1, · · · ,xn}, 点 x 处的

多元核密度估计函数为[20]

f(x) =
1

nhd
i

n∑
i=1

K

(
x− xi

hi

)
(1)

其中, hi > 0 称为带宽, 表明在多大的 x 邻域内估

计 x 点处的密度; K(xxx) = ck,dk(‖xxx‖2) 称为密度核
函数 (ck,d 为归一化常量), k(xxx) 称为轮廓函数. 对
式 (1) 微分得到 x 处的梯度:

M G(x) =

n∑
i=1

xi

hd+2
i

g

(
‖x− xi

hi

‖2

)

n∑
i=1

1
hd+2

i

g

(
‖x− xi

hi

‖2

) − x (2)

其中, g(xxx) = −K ′(xxx), 本文取高斯核函数. 式 (2)
表明, 如果要将 x 向带宽 hi 范围内密度最大的地方

移动, 则沿M G(x) (即 MS 迭代向量) 方向移动是
最快的; 如此不断迭代的过程在理论上已被证明是
收敛的[21], 即:

y
[j+1]
k =

n∑
i=1

xi

hd+2
i

g

(
‖y

[j]
k − xi

hi

‖2

)

n∑
i=1

1
hd+2

i

g

(
‖y

[j]
k − xi

hi

‖2

) ,

k ∈ [1, · · · , n], j = 0, 1, 2, · · ·

收敛于最近的局部模式点 (即密度估计的局部最大
值点). 由此, 在多维的变量空间中, MS 算法将所
有对指定特征具有相同局部模式的元素点 (即具有
局部相似性的元素点) 界定在同一个区域 (即类簇)
中. 实验时, 本文的收敛 (迭代终止) 条件为当次迭
代后的向量和上次的向量差的模小于指定的极小正

值 (取 0.0005).
本文 MS 聚类时, 不仅考虑采样点 pi 的空

间位置, 而且也考虑 pi 的法向 ni 和曲率 Hi 即

(σi
k), pi 被描述为 7 维特征空间中一向量 pi =

(xi, yi, zi, nix, niy, niz, σi
k), 且带宽 hi 被自适应地

选取, 详细过程参见我们的前期研究工作[2]. 于
是, MS 算法在指定的特征空间中将整个点模型按
照局部模式点进行了划分. 本文 MS 聚类依据了
采样点的空间位置、法向和曲率的邻近性, 故实现
了点模型表面区域几何特征相似性聚类. 图 1 显
示 Face 点模型 (采样点数为 34 308) 在等 k 值时

不同方法的聚类结果, 其中, 图 1 (d) 显示了区域
增长聚类法 (Region-growing clustering, RGC)[11],
图 1 (e) 显示了分层聚类法 (Hierarchical cluster-
ing, HCL)[11], 图 1 (f) 显示了本文 MS (迭代 22
次收敛、耗时约 16 s)、图 1 (c) 显示其局部模式点
集. 可以看出, 本文 MS 的聚类单元较好地反映
了模型的几何特征相似性, 而 RGC 和 HCL 却没
有.
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(a) 点云

(a) Point cloud

(b) 点绘制

(b) Point-based rendering

(c) 局部模式点集

(c) Point set of local modes

(d) 区域增长聚类

(d) RGC

(e) 分层聚类

(e) HCL

(f) 本文聚类

(f) MS

图 1 Face 点模型的聚类

Fig. 1 Clustering for face model

2 点模型微分属性的估算

本文点模型微分属性估算的基本思想是: 在
MS 聚类单元上重构其局部隐式曲面 RBF, 依据经
典微分几何理论, 在局部 RBF 曲面上推算出采样点
的微分属性.

2.1 MS聚类单元的RBF隐式曲面重构

设 MS 聚类单元集为 {C1, · · · , Cm} (m ¿ n)
(m 为聚类单元数, n 为点模型的采样点数), 首要的
任务是构建各单元 Ci 的局部 RBF 隐式曲面 f(r),
下面首先对 RBF 隐式曲面作简单的介绍. 给定 R3

空间的 l 个散乱点 {p1, · · · ,pl}, 其插值的 RBF 隐
式曲面一般形式为

f(r) =
l∑

i=1

wiφ(r− pi) + P (r) = 0 (3)

其中, r 表示曲面上的任意数据点, wi 表示对应

于每一个径向基的权值, P (r) 是一个一阶多项
式, 对任意一点 (x, y, z ), P (r) 的形式 P (r) =
a0 + a1x + a2y + a3z, 在方程中保证曲面的线性和
连续性; φ(r−pi) 是径向基函数, 本文取 3D 空间中
散乱点插值时的常用形式 φ(x) = |x|3.

由 l 个散乱点所给定的方程约束条件为

f(p i)=
l∑

j=1

wjφ(p i−pj)+P (p i)=hi,

i=1, · · · , l

以及使能量方程取得最小化所需满足的正交条件为

l∑
j=1

wj =
l∑

j=1

wjp
x
j =

l∑
j=1

wjp
y
j =

l∑
j=1

wjp
z
j = 0

令 φij = φ(p i − pj), 建立下面的线性方程组:



φ11 · · · φ1l 1 px
1 py

1 pz
1

φ21 · · · φ2l 1 px
2 py

2 pz
2

...
. . .

...
...

...
...

...
φl1 · · · φll 1 px

l py
l pz

l

1 · · · 1 0 0 0 0
px

1 · · · px
l 0 0 0 0

py
1 · · · py

l 0 0 0 0
pz

1 · · · pz
l 0 0 0 0







w1

w2

...
wl

a0

a1

a2

a3




=




h1

h2

...
hl

0
0
0
0




(4)
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若仅由给定的 l 个散乱点定义隐式曲面, 则式
(4) 右边的常数项为全零值, 方程只有零解. 因
此, 必须加入约束点使方程 (4) 求得唯一一组解
(w1, w2, · · · , wn, a0, a1, a2, a3), 本文采用法矢约
束的方式[22] 加入约束点; 将求得的结果代入式 (3),
便可得到隐式曲面方程:

f(x, y, z) =
n∑

j=1

wj(
√

(x−px
j )2+(y−py

j )2+(z−pz
j )2)

3+

a0 + a1x + a2y + a3z (5)

本文是在聚类单元上构建局部 RBF 的, 因此, 采样
点数较少, 方程系数矩阵的阶数也较小, 使用高斯消
元法便可快速求解.

2.2 采样点微分属性的估算

依据经典微分几何理论, 在采样点 p i 所属

聚类单元的局部隐式曲面 f(x, y, z) (由式 (5) 给
出) 上来计算其微分属性. p i 的法向 n i 通过

计算 f(x, y, z) 在 pi 处的梯度 ∇f(p i) 得到, 即
n i = ∇f(p i)/‖∇f(p i)‖; 通过推导[23] 可得到高

斯曲率 kG 和平均曲率 kH 的计算公式:

kG =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fxx fxy fxz fx

fxy fyy fyz fy

fxz fyz fzz fz

fx fy fz 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(f2

x + f2
y + f2

z )2

kH =
∣∣∣∣∣∣∣

fxx fxy fx

fxy fyy fy

fx fy 0

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

fyy fyz fy

fyz fzz fz

fy fz 0

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

fzz fzx fz

fxz fxx fx

fz fx 0

∣∣∣∣∣∣∣
(f2

x + f2
y + f2

z ) 3
2

该显式表示的计算公式在数学表示上相当整齐, 相
比 MLS 法[3] (需进行复杂的曲面第一和第二基本
量的求解), 其计算规则比较简单. 因此, 一旦重
构了聚类单元的 RBF 隐式曲面, 便可便捷地求
出其上的采样点微分属性. 我们首次使用该公式
来计算高斯曲率和平均曲率, 进而可求出主曲率
k1 = kH +

√
k2

H − kG 和 k2 = kH −
√

k2
H − kG.

p i 的两个主方向通过计算曲率张量的特征

向量而得到. Meyer 等[24] 将曲率张量定义为

B =

[
a b

b c

]
, 该矩阵实际上决定了曲面的第一形

式. 本文在切平面上定义两个正交的单位向量 s、t,
则 a = s · s, b = s · t , c = t · t ; 通过求解 B 的两个
特征向量, 便得到 p i 的两个主方向 v 1 和 v 2.

2.3 估算结果和分析

我们在 P4 2.8 GHz、1GB 内存、Radeon X300
显卡的 PC 机上, 实现了本文的算法. 图 2 和图 3
显示了本文求出的 Frog 点模型表面微分属性的可
视化效果, 其中, 图 2 (b)∼ 2 (f) 的曲率可视化是依
据采样点曲率在索引色棒图 2 (g) 中的颜色值并采
用点绘制技术[1] 得到的效果图; 图 3 (a) 和图 3 (b)
中, 各采样点处的线段显示了该点处的相应主方向.
可以看出, 本文方法有效地反映了点模型表面各采
样点的局部微分属性.
本文采样点法向的估算是通过计算隐式曲面的

梯度求出的, 而MLS 方法是通过非线性优化估算出
的; 本文隐式曲面的重构是基于具有局部几何特征
相似性的聚类单元的, 而 MLS 方法是基于采样点
局部空间关系的. 因此, 从解析上可以明显地看出
本文的法向较 MLS 的更为精确, 限于篇幅且考虑
到高斯和平均曲率是分析三维表面尤为重要的几何

属性, 我们仅给出本文方法、MLS 法[3] 和 RBF 方
法[16] 估算高斯和平均曲率的比较, 如图 4 所示 (上、
下排分别为高斯曲率、平均曲率), 可视化时采用图
2 (g) 所示的色棒. 从图 4 的比较中可以看出, 本文
方法对应彩色的渐变相对明显, MLS 方法相对缓和,
而RBF 方法更为缓和; 从而说明MLS方法和RBF
方法对采样点间的曲率差不是很明显, 这在一些本
来曲率较高的地方 (如尖锐特征区域) 是不符合实际
情况的. 这再一次说明, 本文方法因考虑了采样点的
局部几何特征相似性, 使得估算出的微分属性较为
精确. 然而, 由于MS 聚类过程相对耗时, 从整体的
执行效率来看, 本文方法慢于MLS 法[3].

3 微分属性估算的应用

点模型微分属性的精确求解为后续的数字几何

处理奠定了坚实的基础. 下面给出微分属性估算在
点模型绘制、简化和谷脊线提取中的具体应用.

3.1 点模型绘制

依据本文估算的微分属性, 利用我们已有的点
绘制工作[1] 进行点模型绘制, 大致流程如下: 首先,
利用估算出的微分属性确定点模型的轮廓线; 然后,
基于协方差分析, 确定点元在其切平面上的椭圆表
示; 最后利用设计的单遍绘制算法, 实现点模型的快
速高质量真实感和非真实感绘制.
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(a) 原型

(a) Original model

(b) 高斯曲率

(b) Gauss curvature

(c) 平均曲率

(c) Mean curvature

(d) 最大曲率

(d) Maximum principal

curvature

(e) 最小曲率

(e) Minimal principal

curvature

(f) 径向曲率

(f) Radial curvature

(g) 色棒

(g) Pallete

图 2 Frog 点模型曲率的可视化效果

Fig. 2 Curvatures of Frog model

(a) 最大主方向

(a) Maximum principal direction

(b) 最小主方向

(b) Minimal principal direction

图 3 Frog 点模型主方向的可视化效果

Fig. 3 Principal directions of Frog model

在点模型的非真实感绘制中, 启发性轮廓线
是依据采样点的径向曲率进行提取的, p i 的径向

曲率 kr(p i) 由欧拉公式 kr(p i) = k1(p i) cos2 α +
k2(p i) sin2 α 求出, 其中, α 是 w 和主方向 v 1 的夹

角, w 是光线向量投影到 p i 的切平面上所得到的

向量; 具体的求解与绘制过程参见文献 [1], 图 2 (f)
显示了本文方法估算出的径向曲率可视化效果. 图
1 (b)∼ 1 (c)、图 2、图 4、图 6 下排和图 7 显示了本
文点模型真实感绘制效果, 图 5 显示了非真实感绘
制效果. 可以看出, 利用本文微分属性的估算方法,

有效地实现了点模型的高质量真实感和非真实感绘

制.

3.2 点模型简化

依据本文估算的曲率, 对点模型进行曲率自适
应的简化, 即曲率大的曲面保留较多的采样点, 而曲
率小的曲面保留较少的采样点; 该曲率自适应特性
通过曲率阈值 T 来实现. 为使点集曲面的平坦度在
简化前后保持一致, 应使简化点模型 Ps 的平均曲率

ks = 1
s

∑s−1

i=0 ki
H (s = d · n) (d 为简化率) 与原模
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型 Pn 的 kn = 1
n

∑n−1

i=0 ki
H 基本保持一致, 由此得到

T = nkn/s. 于是简化过程便是模型不断分割过程,
直至每个单元中采样点的平均曲率和不大于 T 时终
止其分割; 然后, 取各单元的质心为其代表点便得到
Ps. 图 6 显示了 Fish 点模型 (采样点数为 218 399)
简化 75% 的效果 (上、下排分别为点云及其点绘
制), 左图为原型, 中、右图分别为利用本文和 MLS

的估算曲率进行该简化的结果), 可以看出, 利用本
文曲率得到的简化模型更加有效地保持了模型细节

特征. 同时, 我们采用文献 [2] 中的 “误差评估” 方
法对简化模型进行了误差计算, 实验上得到本文的
最大和平均误差分别为 8×10−4 和 6.2×10−5, MLS
的最大和平均误差分别为 15× 10−4 和 13.8× 10−5,
可见本文的简化点集曲面质量优于MLS.

(a) 本文方法

(a) Our method

(b) MLS 方法

(b) MLS method

(c) RBF 方法

(c) RBF method

(d) 本文方法

(d) Our method

(e) MLS 方法

(e) MLS method

(f) RBF 方法

(f) RBF method

图 4 Face 点模型高斯 (上排) 和平均曲率 (下排) 的可视化效果

Fig. 4 Gauss and mean curvatures estimated by using different methods

(a) Frog 点模型

(a) Frog model

(b) Face 点模型

(b) Face model

图 5 本文的点模型非真实感绘制

Fig. 5 Non-photorealistic rendering of PSS by using our method
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3.3 点模型谷脊线提取

依据本文估算的主曲率, 采用文献 [3] 的方法提
取点模型的谷脊线, 大致流程如下: 首先, 将绝对值
较大的主曲率标识为谷脊潜在特征点; 然后, 通过将
特征点投影到离其最近的潜在特征线上得到增强特

征点, 光滑增强特征点后生成特征线, 最后, 对特征
线进行相应的处理得到光滑谷脊线. 图 7 显示了本
文提取出的谷脊线 (黑线为脊线、灰线为谷线), 可以
看出, 利用本文的主曲率有效地提取出了点模型的
谷脊线.

(a) 原点云

(a) Original point cloud

(b) 简化点云

(b) Simplified point cloud

(c) 简化点云

(c) Simplified point cloud

(d) 原模型

(d) Original model

(e) 简化模型

(e) Simplified model

(f) 简化模型

(f) Simplified model

图 6 Fish 点模型简化 75 % 及其点绘制

Fig. 6 75% simplified Fish model and rendered using a point-based rendering technique

(a) Frog 点模型

(a) Frog model

(b) Face 点模型

(b) Face model

图 7 本文的点模型谷脊线提取

Fig. 7 Valley-ridge extraction by using our method
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4 结论

本文提出了一种基于几何特征相似性的点模型

微分属性估算方法. 我们利用 MS 对点模型进行了
聚类, 以得到具有局部几何特征相似性的聚类单元,
使得在聚类单元上重构的 RBF 曲面更加逼近于原
模型; 同时经典微分几何理论的应用, 使得估算出的
微分属性更为精确. 我们避开了点模型全局隐式曲
面的重构, 一旦重构了聚类单元的 RBF 隐式曲面,
便可便捷地求出其上的采样点微分属性. 实验和应
用结果表明, 本文方法能够比较精确地估算出点模
型的微分属性且能够得以有效的应用.
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