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结合半监督核的高斯过程分类

李宏伟 1 刘 扬 1 卢汉清 1 方亦凯 2

摘 要 提出了一种半监督算法用于学习高斯过程分类器, 其通过结合非参数的半监督核向分类器提供未标记数据信息. 该

算法主要包括以下几个方面: 1) 通过图拉普拉斯的谱分解获得核矩阵, 其联合了标记数据和未标记数据信息; 2) 采用凸最优

化方法学习核矩阵特征向量的最优权值, 构建非参数的半监督核; 3) 把半监督核整合到高斯过程模型中, 构建所提出的半监督

学习算法. 该算法的主要特点是: 把基于整个数据集的非参数半监督核应用于高斯过程模型, 该模型有着明确的概率描述, 可

以方便地对数据之间的不确定性进行建模,并能够解决复杂的推论问题. 通过实验结果表明, 该算法与其他方法相比具有更高

的可靠性.
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Gaussian Processes Classification Combined with Semi-supervised Kernels

LI Hong-Wei1 LIU Yang1 LU Han-Qing1 FANG Yi-Kai2

Abstract In this paper, we present a semi-supervised algorithm to learn Gaussian process classifiers, which is com-

bined with nonparametric semi-supervised kernels in the presence of unlabeled data. This algorithm mainly includes

the following aspects: 1) The spectral decomposition of graph Laplacians is used to obtain kernel matrices incorporating

labeled and unlabeled data; 2) The convex optimization method is employed to learn the optimal weights of kernel ma-

trix eigenvectors, which construct the nonparametric semi-supervised kernels; 3) The proposed semi-supervised learning

algorithm is obtained by incorporating semi-supervised kernels into Gaussian process model. The main characteristic of

the proposed algorithm is that we employ the nonparametric semi-supervised kernels based on the entire dataset into the

Gaussian process model, which has an explicit probabilistic interpretation, and can model the uncertainty among the data

and solve the complex non-linear inference problems. The effectiveness of the proposed algorithm is demonstrated by the

experimental results in comparison with other related works in the literature.

Key words Gaussian processes, semi-supervised learning, kernel method, convex optimization

在机器学习和数据挖掘领域, 半监督学习[1] 愈

来愈受到科研人员的关注, 逐步成为当前的研究热
点. 半监督学习包括若干研究分支: 半监督分类、半
监督回归、半监督聚类、基于图的半监督学习、协同

训练以及直推学习等, 本文主要关注的是半监督分
类问题. 我们在处理学习问题时所采用的数据集由
一系列数据组成, 其中一部分数据被标注, 可由相应
的特征向量来描述, 剩余数据未被标注. 传统的分类
方法只使用标注数据, 即采用相应的特征向量进行
训练和学习. 由于数据信息的多样性, 对某些数据的
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标注是非常困难、昂贵耗时的, 需要有经验的标注者
大量工作和努力, 然而对未标注数据获取会相对比
较容易. 相对于传统方法, 半监督学习既考虑了一定
的标记数据信息, 又结合了大量的未标记数据信息,
进而建立更好的分类器, 以提高分类性能, 因此半监
督学习方法能够有助于解决真实世界中的很多问题.
最近几年, 高斯过程[2−9] 逐渐成为一种倍受关

注的监督学习方法, 为核函数的学习提供了一种既
具有理论基础, 又可用于实践的概率模型, 并在模
型的选择、学习和预测方面提供了一个完整的理论

框架. 在监督学习中, 传统的参数模型对简单的数
据集可给出方便的描述, 但是对于复杂的数据集,
这类参数模型缺少描述能力, 不能应用在实践工作
中. 高斯过程通过一个随机过程支配数据特性, 再
采用一个概率分布来描述这个随机过程, 正是这种
灵活的非参数特性使得高斯过程能够对预测结果的

不确定性提供有效的估计, 可对复杂的数据集进行
建模, 并应用于实际问题中去. 高斯过程分类器的
目标在于对给定数据点预测其类标的后验概率, 由
于此后验概率不受未标记数据的影响, 使得未标记
数据并不能影响决策边界的位置. 因而针对高斯过
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程的诸多特性, 我们考虑如何把这种监督学习方法
有效地扩展到半监督学习框架中去. 结合未标记
数据信息构建性能更好的分类器, 本文认为可以从
以下两个方面入手: 1) 选择具有一定特性的似然
函数并结合高斯过程先验, 使得后验分布具有类似
于支持向机量机 (Support vactor machine, SVM)
的 Margin 特性, 进而利用未标记数据影响其决策
面的位置. 文献 [1] 中采用了这一思想, 通过合并
高斯过程先验和零类噪声摸型 (Null-category noise
model, NCNM), 提出了一种判别式半监督学习方
法, NCNM模型等同于一种 “概率Margin”,其类似
于直推式支持向量机 (Transductive support vector
machine, TSVM)[1,10] 方法, 能够将聚类假设合并
到高斯过程中. Rogers 在文献 [4] 中采用多项式概
率 (Multinomial probit) 似然函数替换 NCNM 模

型, 把 Lawrence 的二分类方法扩展到多类问题; 2)
直接从高斯过程先验入手, 修改高斯过程的先验函
数, 使先验函数的核函数具有半监督核的特性, 能够
合并标记数据信息和未标记数据信息, 进一步提高
分类器的性能, 这正是本文所要讨论的方法.

半监督核[11−14] 通过图拉普拉斯的谱分解获

得, 其依赖于整个数据集 (包括标记和未标记的样
本), 未标记样本能够辅助分类任务, 用于学习更为
合理和更为有效的分类器, 例如谱聚类 (Spectral
clustering) 方法[12] 采用整合聚类假设的思想, 扩散
核 (Diffusion kernels) 方法[13] 采用指数族核函数,
高斯随机域 (Gaussian random field) 方法[14] 采用

平滑可逆的核函数, 但这些方法只能定义于有限的
样本空间, 不能够在整个样本 (标记和未标记的样
本) 空间中定义再生核希尔伯特空间. Sindhwani
在文献 [15] 中提出一种基于图拉普拉斯结构的半监
督核, 即再生核希尔伯特空间 (Reproducing kernel
Hilbert spaces, RKHS), 其有效地整合了聚类假设
和流形假设, 通过对拉普拉斯图顶点的平滑, 使其
转化为定义在整个数据空间的再生核希尔伯特空间,
进而结合了未标记样本的几何特性, 并在文献 [16]
中应用于高斯过程中. 但是以上的半监督核方法都
属于参数类算法, 此类算法的主要困难在于针对不
同的数据库和数据类型如何选择一个合适的谱变换

函数族, 因为对于大多数的函数族来说, 参数化的
自由度不足以准确地建模数据, 并且在选定核函数
类型以后, 又要面临着参数变量的选择和预先假设
等一系列繁琐问题. 因此, 在本文中半监督核的设
计策略采用一种非参数化方法, 通过核校准 (Kernel
alignment) 算法最优化图的谱分解, 获得最优的非
参数 RKHS 半监督核形式, 从而避免了参数类算法
的核函数类型和模型选择等问题, 并把此核函数整
合到高斯过程算法中, 进而把高斯过程算法扩展到

半监督学习框架中.

1 高斯过程

1.1 高斯分布和高斯过程

高斯过程[2] 可被视为随机变量的集合, 其中任
意有限数量的随机变量均服从高斯分布, 例如一个
均值为 µ、协方差矩阵为 Σ 的高斯分布可由下式描
述

f = (f1, · · · , fn) v N(µ,Σ) (1)

其中, fi 为随机变量. 高斯过程可通过一个随机过
程 f(x) 的均值函数 m(x) 和协方差函数 (核函数)
K(x, x′) 来描述

f(x) v GP (m(x),K(x, x′)) (2)

其中, xi 为随机变量, 均值函数为: m(x) = E[f(x)],
协方差函数为: K(x, x′) = E[(f(x)−m(x))(f(x′)−
m(x′))].
由此可见, 高斯过程是对一个多维高斯分布的

泛化, 其通过一个随机过程 f(x) 支配和掌管随机变
量的特性, 再采用一个概率分布来描述这个随机过
程, 从而定义了一个灵活的非参数概率模型. 总体来
说, 高斯过程是描述函数的分布, 其定义是在函数空
间.

1.2 高斯过程分类

本文只考虑二分类问题. 假定有数据集 X =
{Xl, Xu}, 其中 Xl = {x1, · · · , xl} 为标注数据, 其
相应的类标集为 Yl = {y1, · · · , yl}, Xu = {xl+1,
· · · , xl+u} 为未标记数据. 存在一个潜在函数 f(x)
服从高斯过程: f(x, θ) v GP (0,K), 其中高斯过程
的均值为零, K ∈ R 是其协方差函数 (即核函数), θ

为协方差函数 K 的参数. 这个潜在函数 f 便是前

面所说的随机过程, 其定义了数据集 X 和类标集 Y

之间的映射关系. 那么相对于潜在函数的类概率可
由下式描述

p(y = +1|f(x)) = Φ(f(x)) (3)

其中, Φ 函数为 S 型 (Sigmoid) 类函数, 例如逻辑型
(Logistic) 函数或累积高斯 (Cumulative Gaussian)
函数.

由于在给定潜在函数 f 时, 观测数据是相互独
立的, 似然函数可以描述为

p(y|f) =
l+u∏
i=1

p(yi|fi) =
l+u∏
i=1

Φ(yifi) (4)

结合高斯过程先验 p(f) 及其似然函数 p(y|f), 可以
得到后验分布
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p(f |y, X, θ) =
p(y|f)p(f |X, θ)

p(y|X, θ)
(5)

给定测试数据点 xt 时, 潜在函数 f(xt) 的值为

p(ft|y, X, θ, xt) =
∫

p(ft|f,X, θ, xt)p(f |y, X, θ)df

(6)
所以给定测试数据点 xt 的类标预测概率为

p(yt|y, X, θ, xt) =
∫

p(yt|ft)p(ft|y, X, θ, xt)dft (7)

总体来说, 对于二分类问题高斯过程分类的基
本思想为:首先对潜在函数 f(x)施以高斯过程先验,
再通过选用适当的似然函数 (例如 Sigmoid 类函数)
来描述此映射关系, 最终实现对测试数据点的类标
预测.

1.3 条件独立性

标准的高斯过程作为一种判别式模型, 其图形
描述可由图 1 给出. 图形结构中不同背景色的圆形
节点代表了在算法过程中的不同处理方式, 其中灰
色节点代表可观测的变量, 黑色节点代表需被最优
化处理的变量, 白色节点代表需边际化的变量.

图 1 高斯过程在判别式框架中的图形描述

Fig. 1 The graphical representation of Gaussian

processes in the discriminative framework

如图 1 所示, 对于标注数据集 xi ∈ Xl, 虽然潜
在变量 fi 是不可观测的, 但由于 xi 和 K 有着共同

的延伸节点 yi, 并且 yi 是可观测的, 使得 xi 和 K

相互关联, 也就是说, 核矩阵能够有效捕捉标注数据
信息. 对于未标注数据集 xj ∈ Xu, 由于延伸节点 yj

是不可观测的, 使得 xj 和K 条件独立, 即未标注数
据 xj 不能够影响潜在变量 f 的后验分布, 因此无法
影响分类器的决策面位置. 在以下章节中, 我们将提
出一种非参数的半监督核, 其能够同时捕捉标注数
据和未标注数据的信息, 进而影响分类器的决策面
位置.

2 半监督核

2.1 RKHS半监督核

假设给定一个数据集 X = {Xl, Xu}, 为了从标
注数据中学得一个好的分类器, 可以通过解决如下
的正则化问题来实现

f = arg min

{
1
l

l∑
i=1

C(f, xi, yi) + Ω(‖f‖H)

}
(8)

其中, C 为损失函数, 反映了函数 f 对数据的匹配

程度; ‖f‖H 为函数 f 在再生核希尔伯特空间中的范

数, 反映了在再生核希尔伯特空间中对函数 f 的平

滑测量. 依据描述定理 (Representer theorem)[17],
可以获得如下形式的最优解

f∗(x) =
l∑

i=1

αiK(x, xi) (9)

也就是说, 最优解 f∗ 可表示为基于数据 {xi} 核函
数的线性组合. 因此在一个无限维的空间中寻求最
优解时, 可以通过增加正则项, 把原有问题简化到有
限维空间中去.
在半监督学习中, 当我们同时考虑标注数据

{xi, yi}l
i=1 和未标注数据 {xi, yi}l+u

i=l+1 信息时, 原有
的最优化问题转化为下式

f = arg min
f∈H̃

{
1

l + u

l+u∑
i=1

C(f, xi, yi) + Ω(‖f‖H̃)

}

(10)
其中, H̃ 为新的再生核希尔伯特空间, 同时包含标
注数据和未标注数据. Sindhwani 在文献 [15] 中
指出在给定未标注数据时, 我们可以通过对原有再
生核希尔伯特空间 H (对应于标注数据) 进行适当
的弯曲, 获得一个更能符合数据分布几何特性的新
再生核希尔伯特空间 H̃. 假定 V 为满足半正定内
积的线性空间, S 为有界线性算子, 那么把 H̃ 定
义为由原空间 H 和修订的内积所构成的函数空间:
〈f, g〉H̃ = 〈f, g〉H + 〈Sf, Sg〉V . 新空间 H̃ 仍然为再
生核希尔伯特空间, 新的数据依赖范数 ‖f‖H̃ 使得
新空间 H̃ 在引入未标记数据后, 相对于原有空间 H
更加匹配数据分布的几何特性, 与空间 H̃ 相对应的
新核函数 K̃(xi, yj) 可通过再生核希尔伯特空间的
正交特性和再生特性推论给出[15]

K̃(xi, yj)=K(xi, yj)−KT
x (I+MK)−1MKx (11)

其中, Kx = [K(x1, x), · · · ,K(xl+u, x)]T, M 为对

称半正定矩阵, 同时对核函数K(xi, xj) 的选择采用
选取不同形式, 可以得到不同参数类型的 RKHS 半
监督核, 使得这一方法属于参数类算法, 其主要困难
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在于在选择函数类型时, 此类函数的参数化自由度
不足以准确地建模数据, 进而引出模型选择问题. 在
半监督学习算法中, 模型选择问题主要难点是较小
的标注数据集, 通常模型选择算法需要对原本已经
较小的标注数据集重新进行子集划分, 用于学习和
训练, 往往会出现过学习或模型不准确问题. 因此针
对参数类算法的主要缺点, 本文采用基于图的最优
化方法学得一种非参数化的 RKHS 半监督核.

2.2 非参数RKHS半监督核

大多数基于图的半监督学习方法都可被视为:
对目标函数施以平滑条件, 其中目标函数反映了数
据点的标注关系, 平滑条件 (或平滑函数) 通过核函
数作用于数据点间的权重图, 其中最核心的问题是
对图拉普拉斯进行谱分解. 针对数据集 X = {Xl,
Xu} 我们可构建一个图 G = {V, E}, 其中顶点集 V

代表了整个数据点集, 边界集 E 代表了数据点间的

边界权重, 可通过权重矩阵W = {wij} 来描述各个
数据点间的加权情况,例如当数据点 xi 和 xj 不相连

时, wij = 0. 设矩阵 Dii =
∑

j Wij 为权重矩阵W

的对角度矩阵, 图拉普拉斯则被定义为: L = D−
W , 则图拉普拉斯 L 的谱分解为

L =
l+u∑
i=1

λiφφφiφφφ
T
i (12)

其中, λi 为图拉普拉斯 L 的特征值, 且 λ1 ≤ · · · ≤
λl+u, φφφi 为图拉普拉斯 L 的标准正交特征向量. 通
过对特征值 λi 的变换: λi = r(λi), 可以获得基于图
的半监督核为

K =
l+u∑
i=1

r(λi)φφφiφφφ
T
i , r(λi) ≥ 0 (13)

半监督核矩阵 K 定义了再生核希尔伯特空间:
‖f‖2

K = fTK−1f . 从半监督学习的角度来看, 平滑
函数 f 在权重图中不平滑区域将被惩罚, 也就是说,
惩罚项应该限制频谱中的高频部分而加强低频部分.
由于在谱分解中, 较小的特征值对应的特征向量是
平滑的, 代表了数据中较大的聚类结构, 而较大的特
征值对应着不平滑的特征向量, 往往被视为噪声. 所
以在选取变换函数 r(λ) 时, r(λ) 本质上翻转了特征
值 λ的次序,即平滑的特征向量φφφi (较小的 λi)对应
着半监督核矩阵 K 中较大的特征值. 由于 r(λ) 的
递减特性, 使得函数在不平滑时将受到较大的惩罚.

对 r(λ) 选取不同形式, 可以得到不同参数类
型的半监督图核, 但是我们目的是寻求非参数化的
RKHS 半监督核, 因此在选择基于图的半监督核函
数时采用如下形式

K∗ =
l+u∑
i=1

αiφφφiφφφ
T
i , αi ≥ 0 (14)

其中, 对 αi 的选择应满足序列限制条件: αi ≥ αi+1,
进而保证 αi 的递减特性, 使平滑函数 f 在不平滑区

域能够被惩罚, 本文将核校准算法用于最优化框架
可学得最优的 αi. 在获得非参数的半监督图核 K∗

后, 便可得到非参数化的 RKHS 半监督核

K̃(xi, yj)=K∗(xi, yj)−K∗T
x (I+LK)−1LK∗

x (15)

2.3 核校准

核校准[18−19] 反映了两个不同核函数所产生的

映射之间的相互关系, 可用于评估核函数矩阵和训
练类标矩阵的相似性. 核校准基本思想在于: 核函
数能够提取目标的相关特征用于学习, 由于目标函
数未知, 可以假设某一类任务可包含这一目标函数,
并且核函数能够在这类任务中给出好的结果. 本文
通过最大化核校准评分 (如下式) 获得最优的半监督
核, 用于高斯过程进行分类任务.

A(K∗, T ) =
〈K∗, T 〉F√

〈K∗,K∗〉F 〈T, T 〉F
(16)

其中矩阵 K∗ 为基于整个数据集的半监督核矩阵
K 的子矩阵, 对应于训练数据集; 矩阵 T 为目标矩

阵, 反映了训练集中数据点的标注信息, 其中 Tij =
yiyj, 对于二分类问题, 如果 yi = yj, Tij = 1, 否则
Tij = −1.

核校准也可被视为一种聚类测量, 其正比类内
距离, 反比于类间距离, 并具有如下优良特性: 1) 在
核函数训练之前, 只依赖于训练数据, 校准可进行预
先计算; 2) 在期望值附近急剧集中, 因此对于不同
的数据划分, 其经验值稳定; 3) 具有较好的泛化能
力: 如果核函数和类标函数能够较好的匹配, 则存在
一个具有较低泛化误差的数据划分.

2.4 凸最优化

本文采用一种非参数最优化的算法最优化式

(16) 中的核校准评分以及序列约束条件, 从而获得
最优的半监督核矩阵. 其中序列限制条件为: αi ≥
αi+1, 该条件反映了图拉普拉斯的先验知识, 即增加
平滑函数的权重, 同时惩罚不平滑函数. 这样便构成
了一个非线性凸优化问题, 其中目标函数为

max
K∗

[A(K∗, T )] (17)

s. t.

K∗ =
l+u∑
i=1

αiKi (18)

tr(K∗) = 1 (19)
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αi ≥ 0 (20)

αi ≥ αi+1, i = 1, · · · , l + u (21)

其中, Ki = φφφiφφφ
T
i , φφφi 为图拉普拉斯的特征向量. 式

(19) 保证了核校准的尺度不变性, 式 (20) 保证了半
监督核 K 为半正定矩阵. 从式 (17) 可以发现在凸
最优化算法中, 最大化目标函数 A(K∗, T ) 等同于最
大化其分子 〈K∗, T 〉F , 由于目标矩阵 T 的元素 Tij

在二分类问题中取+1 或−1, 结合式 (18) 不能发现
目标函数是 αi 的线性函数, 这使得在最优化过程中
达到最优解的迭代次数可与线性规划相比, 使得该
算法能够应用于大数据库. 在获得最优的核函数K∗

后, 代入到式 (15)中便可获得非参数化的RKHS半
监督核 K̃, 并应用于高斯过程框架中进行分类任务.

3 结合半监督核的高斯过程分类

3.1 半监督高斯分类算法

在获得最优的半监督核矩阵后, 使其同高斯过
程相结合, 便可形成结合半监督核的高斯过程分类
算法, 此算法的图形结构如图 2 所示. 其中, X 表示

数据集, Y 表示类标集, f 为服从高斯过程分布的潜

在函数, K̃ 为通过学习获得的非参数化 RKHS 半监
督核矩阵.

图 2 结合半监督核的高斯过程图形结构

Fig. 2 The graphical structure of Gaussian processes

combined with semi-supervised kernels

此算法的基本流程为:
1) 首先对给定的训练数据集进行特征提取, 获

得标准的图拉普拉斯 L;
2) 对标准的图拉普拉斯 L 进行谱分解, 获得相

应的次序标准正交特征向量 φφφi;
3) 利用凸最优化算法计算出最优的半监督核

K∗, 并代入式 (15) 中获得非参数化 RKHS 半监督
核 K̃;

4)将计算出的最优半监督核矩阵 K̃ 导入式 (7),
替换潜在函数 f ∼GP (0,K) 的核函数 K, 利用高
斯过程分类算法便可计算出测试数据点的类标预测

概率. 因此结合式 (4), (5) 和 (7) 变换为以下形式

p(f |X, K̃) =
N(f |0, K̃)

p(y|X, K̃)

l+u∏
i=1

Φ(yifi) (22)

p(yt|y, X, K̃, xt) =
∫

p(yt|ft)p(ft|y, X, K̃, xt)dft

(23)
观察式 (4) 可发现由于似然函数 p(y|f) 采用的

是 Sigmoid类函数,即便先验分布 p(f |0, K̃)为高斯
函数, 也使得式 (22) 中的后验分布 p(f |X, K̃) 以及
式 (23) 中的预测分布 p(yt|X, K̃, xt) 无法通过解析
求解. 因此在进行高斯过程分类算法时的核心思想
是: 把非高斯类的真实后验分布 p(f |X, K̃) 通过一
个高斯类的近似后验分布 q(f |X, K̃) = N(f |m,Σ)
来代替, 并通过此近似后验分布给出测试数据的近
似预测分布. 把近似高斯后验分布代到式 (6) 中, 可
以得到潜在函数 f 在测试数据点 xt 的近似后验

q(f |y, X, K̃, xt) = N(ft|µt, σ
2
t ), 其中均值和方差如

下式所示

µt = kT
t K̃−1m (24)

σ2
t = k(xt, xt)− kT

t (K̃−1 − K̃−1ΣK̃−1)kt (25)

其中, kt 为测试数据 xt 与训练数据集 X 的先验协

方差函数. 例如对于采用 Probit 似然函数, 测试数
据点 xt 的近似预测分布可由下式计算

q(yt =+1|y, X, K̃, xt)=
∫

Φ(ft)N(ft|µt, σ
2
t )dft =

Φ

(
µt√

1 + σ2
t

)
(26)

在本文中, 近似高斯后验分布 q(f |X, K̃) =
N(f |m,Σ) 的参数 m 和 Σ 采用期望传播 (Expec-
tation propagation, EP)[20] 迭代算法求得. EP 算
法的主要思想是在每次迭代过程中通过一个区域

高斯似然函数来近似潜在函数 f 的非标准高斯后

验, 迭代过程中采用一种相对熵 (Kullback-Leibler
divergence) 算法[21] 更新参数. 虽然在每次迭代中
的似然函数都是区域性的, 但由于潜在变量都经过
先验分布进行耦合, 使得 EP 算法所形成的最终后
验近似分布是全局性的.

3.2 算法复杂度

针对标准监督高斯分类算法和本文所提出的结

合非参数半监督核高斯分类算法而言, 算法复杂度
可从预测阶段和学习阶段两个方面进行阐述: 1) 在
预测阶段: 获得所需的核函数 K 后, 对于每个给定
的测试数据 xt, 两种方法的算法复杂度均为 O(N 2),
其中 N 表示训练样本数; 2) 在学习阶段: 对于标准
监督高斯方法, 由于需要计算 N × N 核矩阵的逆,
使得算法的复杂度为 O(N 3), 但本文采用 EP 方法
进行模型选择时 (学习核函数的超参数 θ), 通过对核
矩阵 K 进行乔里期基 (Cholesky) 分解, 使得算法
的复杂度为 N 3/6; 对于半监督高斯方法, 由于目标
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函数是关于最优参数 αi 的线性函数, 结合限制条件
αi ≥ 0, 使得最优化问题变为二次方程约束二次规
划问题, 其所需迭代次数可以同线性规划相比拟, 其
算法复杂度一般为 O(N 2), 无需像标准监督高斯算
法那样通过 O(N 3) 次计算来进行模型选择, 更适合
应用于大样本、高维数的分类问题. 如果采用一些加
速技术, 例如采用并行计算的主分解技术[22], 可将
复杂度进一步降低为 O(N log N), 这将在进一步的
工作中实践和验证.
而且, 标准的高斯算法在进行模型选择 (学习核

函数的参数) 之前, 要针对不同的数据库和数据类型
选择不同的核函数类型, 往往越是复杂的数据, 待学
习的核函数参数也就越多 (为了反映数据间的复杂
关系), 算法效率也就越差; 本文提出的半监督高斯
算法无需考虑核函数类型, 只需针对不同数据库学
习其特征向量的最优权值, 其有着更高的算法效率.

4 实验

4.1 实验数据

为了验证非参数半监督核的高斯过程分类算法

的有效性, 我们分别进行了两组实验. 在第一组实
验中采用了四个数据库[11], 数据库信息如表 1 所示.
One vs Two 和 Odd vs Even 取自 Cedar Buffalo
二类数字数据库, 用于手写数字识别任务. 数据库
One vs Two 用于分类手写数字 “1” 和 “2”, 包含
2 200个数据. 数据库Odd vs Even用于分类手写偶
数数字 “0, 2, 4, 6, 8” 和奇数数字 “1, 3, 5, 7, 9”, 包含
4 000个数据. Pc vs Mac和 Baseball vs Hockey取
自 20 个新闻组数据库, 用于文档分类任务. 数据库
Pc vs Mac 包含 1 943 个数据, 数据库 Baseball vs
Hockey 包含 1 993 个数据. 实验在数据特征提取方
面, 数据库 One vs Two 和 Odd vs Even 对原始特
征采用欧式距离, 获得欧氏距离最近邻 (Euclidean
10-nearest-neighbor, 10NN) 未加权图用于谱分解;
数据库 Pc vs Mac 和 Baseball vs Hockey 对词频逆
文本频率向量采用余弦相似性测量, 获得余弦相似
度最近邻 (Cosine similarity 10-nearest-neighbor,
10NN) 未加权图用于谱分解.

表 1 第一组实验中的数据库信息

Table 1 The information of database on Experiment 1

数据库 样本数 类别个数 特征提取

One vs Two 2 200 2 Euclidean 10NN

Odd vs Even 4 000 2 Euclidean 10 NN

Pc vs Mac 1 943 2 Cosine similarity 10NN

Baseball vs Hockey 1 993 2 Cosine similarity 10NN

在第二组实验中采用了三个数据库[15], 数据库
信息如表 2 所示. G50c 为人工数据库, 其数据由标

准正态分布以等概率生成; Coil20 包含 20 类物体的
32 × 32 的灰度图像, 并且包含视角的变换; Uspst
取自 USPS 数据库, 用于手写数字识别任务.

表 2 第二组实验中的数据库信息

Table 2 The information of database on Experiment 2

数据库 类别个数 样本数 标记样本数 特征维数

G50c 2 550 50 50

Coil20 20 1 140 40 1 024

Uspst 10 2 007 50 256

4.2 实验结果与分析

在第一组实验中, 对每一个数据库分别选取 5
个大小不同的标注数据集, 剩余数据用于测试. 对每
个标注数据集的给定规模, 随机抽取 20 次训练数据
集, 分别进行最优化核校准评分, 学习最优的半监督
核矩阵以及高斯过程分类, 最后通过平均获得半监
督核的高斯过程分类算法在各数据库中的平均正确

率. 为了验证算法的有效性, 实验中对两种算法进行
比较, 一种是结合非参数半监督核的高斯过程分类
算法 (即本文所提出的算法), 另一种为结合标准监
督核 RBF (Radial basis function) 的高斯过程分类
算法, 相当于监督学习算法, 其中 RBF 核采用如下
形式

K(x, x′) = θ1 exp
(
−(x− x′)T(x− x′)

2θ2
2

)
(27)

其中, θ1 和 θ2 为 RBF 核函数的参数, 通过最大化
下式中的边际似然函数 q(y|X, θ)

q(y|X, θ) =
∫

p(y|f)q(f |X, θ)df (28)

即计算
∂q(y|X, θ)

∂θi

, 求出最优的 RBF 核参数 θi, 将

最优参数导入式 (6) 和 (7) 中便可实现结合标准监
督核 RBF 的高斯过程对测试数据的分类.

第一组实验结果由表 3∼ 6 (见下页)给出,其中
包括 Zhu 在文献 [11] 中的实验结果 (分别为每个表
中的第三列和第七列), 以及我们采用经典半监督算
法中的扩散核方法 (每个表中的第四列) 和高斯随机
域方法 (每个表中的第五列) 进行的实验结果. 这三
种方法都使用半监督核,采用标准的 SVM作为分类
器. 从实验结果不难发现, 本文提出的半监督核的高
斯过程分类算法在大多数样本集下都优于其他算法,
体现了高斯过程模型在执行分类任务时的可靠性和

优越性. 实验结果还包括了半监督核和监督核两种
算法的比较 (每个表中的第六列和第七列). 结果显
示半监督核通过引入未标记数据信息, 使得分类算
法性能得到提升, 充分显示了本文所提出的结合半
监督核的高斯过程分类算法的有效性.



894 自 动 化 学 报 35卷

表 3 One vs Two 数据集的平均正确率 (%)

Table 3 The average accuracies on the One vs Two datasets (%)

半监督核 监督核 (RBF)训练集大小
本文方法 文献 [11] 方法 扩散核方法 高斯随机域方法 本文方法 文献 [11] 方法

10 96.1 96.2 67.2 65.3 85.1 78.7
20 97.3 96.4 81.4 85.6 91.6 90.4
30 98.3 98.2 92.5 93.4 94.9 93.6
40 98.7 98.3 95.6 94.7 95.6 94.0
50 98.9 98.4 96.9 95.9 97.1 96.1

表 4 Odd vs Even 数据集的平均正确率 (%)

Table 4 The average accuracies on the Odd vs Even datasets (%)

半监督核 监督核 (RBF)训练集大小
本文方法 文献 [11] 方法 扩散核方法 高斯随机域方法 本文方法 文献 [11] 方法

10 69.7 69.6 62.7 60.1 69.3 65.0
30 83.7 82.4 80.4 76.3 79.6 77.7
50 88.2 87.6 85.2 82.6 83.6 81.8
70 90.1 89.2 87.3 85.3 86.4 84.4
90 92.6 91.5 90.1 89.5 87.2 86.1

表 5 Pc vs Mac 数据集的平均正确率 (%)

Table 5 The average accuracies on the Pc vs Mac datasets (%)

半监督核 监督核 (RBF)训练集大小
本文方法 文献 [11] 方法 扩散核方法 高斯随机域方法 本文方法 文献 [11] 方法

10 87.8 87.0 55.2 53.4 54.9 51.6
30 90.9 90.3 75.7 72.6 65.4 62.6
50 92.2 91.3 79.3 77.2 70.2 67.8
70 93.4 91.5 83.5 80.7 76.8 74.7
90 93.6 91.5 85.8 83.2 81.2 79.0

表 6 Baseball vs Hockey 数据集的平均正确率 (%)

Table 6 The average accuracies on the Baseball vs Hockey datasets (%)

半监督核 监督核 (RBF)训练集大小
本文方法 文献 [11] 方法 扩散核方法 高斯随机域方法 本文方法 文献 [11] 方法

10 96.2 95.7 61.2 59.4 60.2 53.6
30 98.2 98.0 69.9 68.7 72.6 69.3
50 98.6 97.9 77.5 79.6 80.4 77.7
70 98.8 97.9 84.1 85.3 85.5 83.9
90 99.1 98.0 90.4 92.6 89.7 88.5

表 7 第二组实验结果的平均正确率 (%)

Table 7 The average accuracies of the results on

Experiment 2 (%)

数据库 本文方法 扩散核法 高斯随机域法 SVM[15] LapSVM[15]

G50c 94.6 88.9 85.2 90.3 95.0

Coil20 87.8 72.1 73.5 77.4 85.4

Uspst 84.2 74.2 71.6 77.9 82.3

第二组实验结果由表 7 给出, 表中第三列和第
四列分别采用经典半监督核的扩散核方法和高斯

随机域方法, 表中第五列和第六列采用了标准的
RKHS 核, 分别通过 SVM 和拉普拉斯支持向量机

(Laplacian SVM, LapSVM) 方法执行分类任务, 其
中 SVM 和 LapSVM 都采用了 4 折交叉验证, 即把
每一个数据集都分为 4 个相等的子集, 其中三个子
集构成训练数据集, 剩余一个子集用于测试; 表中
第二列为本文算法, 即采用本文所提出的非参数化
RKHS 半监督核, 并把此半监督核整合到高斯过程

框架中去,执行半监督学习任务.从实验结果可发现,
本文提出的结合半监督核高斯过程算法要明显优扩

散核算法和高斯随机域算法; 对于标准的 RKHS 核,
除在 G50c 数据库下的结果略低于文献 [15], 总体来
说与文献 [15] 中的方法具有可比较性, 体现了结合
非参数化 RKHS 半监督核高斯过程分类算法的可
靠性和优越性.

5 结论与展望

半监督学习逐渐成为近年来被广泛关注的研究

热点. 本文提出并评价了一种结合半监督核的高斯
过程分类算法, 由非参数的半监督核引入未标注数
据信息, 并应用于高斯过程模型中执行分类任务, 未
标记数据信息的引入提高了分类器的性能, 实验结
果同时验证了该算法的可靠性和有效性. 由于本文
算法主要考虑的是二分类问题, 未来的工作将集中
在如何把该算法推广到多类目标的分类问题上, 例
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如采用多项式概率似然函数; 同时考虑到标准的高
斯过程模型对大样本集的计算复杂度较高, 如何改
进高斯过程模型, 降低计算复杂度, 使其能够适合大
样本集, 也将是我们下一步的研究重点.
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