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关于具有不同基函数的标准模糊

系统逼近问题的研究

陈 刚 1, 2

摘 要 在标准模糊系统的基础上建立了正规二次多项式和正规三角函

数为基函数的两类新模糊系统, 进而提出了以正规三角形函数为基函数

的标准模糊系统与所提出模糊系统的比较问题. 通过采用数值分析中的

余项与辅助函数方法, 对上述三类模糊系统进行了误差精度的分析, 对所

建立的两个新模糊系统首次给出了从单输入单输出到多输入单输出的误

差界公式. 同时, 对它们的逼近误差精度进行了比较分析, 指出了三类模

糊系统的优劣. 最后, 通过算例验证了上述理论结果的正确性.
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Abstract The paper establishes the standard fuzzy systems

with partition of normal quadratic polynomial membership func-

tions and normal trigonometric membership functions. The

comparison problems of fuzzy system with normal triangle mem-

bership functions and the two fuzzy systems are put forward.

Based on above standard fuzzy systems, approximation error

bounds are discussed by interpolation theory. Universal approx-

imation error bounds of these fuzzy systems from SISO to MISO

are given and their relations are established. The paper employs

error remainder term and auxiliary function in the proving pro-

cess for the first time. Moreover, advantages and shortcomings

of these fuzzy systems are compared and correlative conclusions

are obtained. At last, computing examples are given and the

validity of the conclusions is confirmed.
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近年来模糊系统的逼近性质越来越受到人们的关注. 自

Buckley[1−2] 指出模糊系统可以做为通用的模糊控制器以来,

许多学者对模糊系统逼近性质展开了研究[3−5]. Wang[6−9]

给出了以高斯函数设计的标准模糊系统是万能逼近器的结

论; Zeng[10−12] 对三角形标准模糊系统给出了一系列的研

究结果, 对模糊系统的逼近精度问题从一阶、二阶及四阶进

行了研究, 并对高于二阶模糊系统进行了分析, 但没有对其

他模糊函数加以讨论; Hao[13−15] 首次给出模糊系统具有一

阶逼近的结论并给出一个充分条件, 对某些模糊系统又给
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出了必要条件, 但其所针对并非是我们所讨论的标准模糊系

统; Yager[16] 讨论了对通用模的一类模糊系统的逼近问题;

Li[17−18] 讨论了不同蕴涵关系下布尔类型模糊系统的逼近特

性; Hassine[19] 采用二次多项式为输入对 Sugeno 模糊系统

的逼近性进行了研究. 由于模糊系统维数的爆炸问题而导致

模糊系统在实际应用中遇到困难, 因此最近很多学者[20−23]

转向了分层模糊系统的研究, 并取得一些研究成果. 分层模

糊系统虽然可以降低系统的维数, 但其逼近精度同原系统

一样没有发生变化, 因而就逼近精度问题而言还是以不分层

的模糊系统为研究对象. 目前, 人们设计模糊系统以三角形

隶属函数为主, 但也选择其他函数如高斯函数、多项式函数

等. 然而, 人们对以三角形隶属函数设计模糊系统研究得很

充分, 得到的结果也最多 (上面所列绝大多数是这种情况),

而对由其他函数为基函数设计的模糊系统则讨论较少. 虽然

Wang[6] 给出了高斯型模糊系统是万能逼近器的结论, 但仅

从逼近的角度来分析, 没有讨论其误差界; Moon[24] 给出了

以多项式函数为隶属函数设计的模糊系统的误差界分析, 其

理论是基于样条插值, 算法复杂, 很难用于实际模糊系统的

设计; Hassine[19] 虽然采用了二次多项式作为模糊系统的输

入, 但其讨论的是 Sugeno 模糊系统, 没有同以三角形隶属函

数设计的标准模糊系统做比较, 也没有讨论该系统的误差界.

鉴于此, 本文将模糊系统以三角形隶属函数为主的设计

推广到二次多项式和三角函数的模糊系统设计, 采用新的证

明方法对上述三个模糊系统进行了逼近误差的研究, 给出了

从 SISO 到 MISO 的误差界公式. 之后, 对所得结果进行了

比较研究, 得出上述三类模糊系统的逼近特点. 最后, 利用例

子进行数值比较, 以验证所得理论的正确性.

1 模糊系统的相关概念及公式

1.1 相关概念

在以下部分中, 我们记 Ai(i = 1, 2, · · · , N) 为 U ⊂ R

中的模糊集, 而 Ai(x)(i = 1, 2, · · · , N) 则为其对应的模糊隶

属函数.

定义 1 (模糊集的完备性).如果对任意一点 x ∈ U , 一定

存在模糊集 Ai, 有 Ai(x) > 0, 则称 Ai(i = 1, 2, · · · , N) 是

论域 U ⊂ R 的一个完备性划分.

定义 2 (模糊集的有序性). 对任意两个在 U ⊂ R 上的

模糊集 A 和 B, 如果 hgh(A) > hgh(B) (hgh(A) = x ∈
U |µA(x) = supx′∈U µA(x′)), 则称 A > B .

定义 3 (模糊集的一致性). 对于在 U ⊂ R 上的模糊集

Ai(x)(i = 1, 2, · · · , N) , 如果对某个 x0 ∈ U 有 Ai(x0) = 1

而对所有的 j 6= i, Ai(x0) = 0, 则称 Ai(x)(i = 1, 2, · · · , N)

在 U ⊂ R 上具有一致性. 关于这个概念的直观解释和讨论

可参见文献 [10].

定义 4 (标准三角模糊划分). 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1] 是

在 R 上的一个紧集, 如果 Ai(x)(x ∈ [ei, ei+1]) 是满足完备

性、一致性和有序性的一组正规三角模糊集, 则称 Ai(x) 是

论域 U 上的一个标准三角模糊划分 (或称 Ai(x) 为模糊系统

的三角形基函数).

定义 5 (标准二次多项式划分). 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1]

是 R 上的一个紧集, 如果 Ai(x)(x ∈ [ei, ei+1]) 是满足完备

性、一致性和有序性的一组正规二次多项式模糊集, 则称

Ai(x) 是论域 U 上的一个标准二次多项式划分 (这里, 我们
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定义 Ai(x) = 1− (x− ei)2 和 Ai+1(x) = ai(x− ei)2, ai 是

大于零的常数, 也称 Ai(x) 为模糊系统的多项式基函数).

定义 6 (标准三角函数划分). 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1] 是

在 R 上的一个紧集, 如果 Ai(x)(x ∈ [ei, ei+1]) 是满足完

备性、一致性和有序性的一组正规三角函数模糊集, 则称

Ai(x) 是论域 U 上的一个标准三角函数划分 (这里, 我们定

义Ai(x) = sin[ki(x−ei)+i/2π]和Ai+1(x) = 1−sin[ki(x−
ei) + i/2π], ki > 0, 也称 Ai(x) 为模糊系统的三角基函数).

1.2 模糊系统

设 f : U ⊂ Rn, 这里 U = U1 × U2 × · · · × Un ⊂ Rn 是

输入空间, V ⊂ R 是输出空间. 一般的模糊系统通常由四部

分组成: 模糊器, 模糊规则库, 模糊推理和解模糊器. 假设模

糊器为最常见的单值模糊器,推理规则库由Ri1,i2,··· ,in 组成:

若 x1 是 Ai1
1 , x2 是 Ai2

2 , · · · , xn 是 Ain
n , 则 y 是 Bi1,i2···in ,

ij = 1, 2, · · · , Nj . 这里, xj(j = 1, 2, · · · , n) 是模糊系统的

输入变量, y 是模糊系统的输出变量, 在 Uj 中的模糊集 A
ij

j

和在 V 中的模糊集 Bi1,i2,··· ,in 分别用隶属函数 A
ij

j (xj) 和

Bi1,i2,··· ,in(y) 表示. 若上述模糊推理规则中每一条规则都

是在 U × V = U1 × U2 × · · · × Un × V 上的模糊蕴涵关系

Ai = Ai1
1 ×Ai2

2 × · · · ×Ain
n 7→ Bi1,i2,··· ,in , 其隶属函数如下:

Ri1,i2,··· ,in(XXX, y) = Ai1
1 (x1) ∗ · · · ∗Ain

n (xn) ∗Bi1,i2,··· ,in(y)

其中, XXX = (x1, x2, · · · , xn) ∈ U , y ∈ V . 令 A 为论域 U 上

的一个任意模糊集, 则上式中的 Ri1,i2,··· ,in 通过 “sup-star”

蕴涵算子确定了 V 中的模糊集 VA◦Ri1,i2,··· ,in
如下

VA◦Ri1,i2,··· ,in
= sup

A(XXX)∈U

[A(XXX) ∗Ri1,i2,··· ,in(XXX, y)] (1)

在本文中, 我们假定 ∗ 是代数积 (它是在应用中最常用的 T

模), “sup-star” 合成算子变成 “sup-product”, 则式 (1) 简化

为

VA◦Ri1,i2,··· ,in

(
y
)

= sup
XXX∈U

[A(XXX)

n∏
j=1

A
ij

j (xj)Bi1,i2,··· ,in(y)]

(2)

解模糊器具有把 V 中的模糊集映射为 V 中明确集的功能,

这里把解模糊器选择为在应用中广泛使用的中心平均解模糊

器, 这样 V 中的模糊集就转化为 V 中明确点

y =

∑
i1,i2,··· ,in

yi1,i2,··· ,inVA◦Ri1,i2,··· ,in

(
y
)

∑
i1,i2,··· ,in

VA◦Ri1,i2,··· ,in

(
y
)

这里, yi1,i2,··· ,in 是 V 中模糊集Bi1,i2,··· ,in(y)取最大值所对

应的点 (当 Bi1,i2,··· ,in(y) 是正规模糊集时, Bi1,i2,··· ,in(y) =

1). 本文中, 我们始终假定 Bi1,i2,··· ,in(y) 是正规模糊集. 当

A = AXXX 是单值模糊集时, 式 (2) 可简化为

VA◦Ri1,i2,··· ,in
(y) =

n∏
j=1

A
ij

j (xj)Bi1,i2,··· ,in(y) (3)

基于上述结论, 式 (3) 可以表示为

y = f(XXX) =
∑

i1,i2,··· ,in

n∏
j=1

A
ij

j (xj)

∑
i1,i2,··· ,in

n∏
j=1

A
ij

j (xj)
yi1,i2,··· ,in (4)

2 模糊系统的逼近误差界

2.1 单输入、单输出模糊系统的逼近误差界

我们首先建立单输入、单输出模糊系统的逼近误差界公

式. 对于具有下列模糊规则库 Ri 的模糊系统: 若 x 是 Ai, Y

是 Bi, i = 1, 2, · · · , n, 则模糊系统的输出可表示为

y = f(x) =

N∑
i=1

Ai(x)
N∑

i=1

Ai(x)

yi (5)

我们给出有关定理.

定理 1. 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1] 是 R 上的一个紧集, 如

果 Ai(x) 是满足完备性、一致性和有序性的一组标准的三角

形、二次多项式及三角函数模糊划分 (如定义 4 ∼ 6 所示),

g(x) 是一个在 U 上的二次连续可微函数, 那么它们的误差界

都满足下式

‖g(x)− f(x)‖∞ ≤ 2‖g′(x)‖∞h (6)

这里 h = max1≤i≤N−1(e
i+1−ei), ‖g(x)‖∞ = supx∈U |g(x)|.

证明. 由于 Ai(x) 是对论域 U 满足完备性、一致性和

有序性的标准划分 (不管 Ai(x) 的具体形式), 则式 (4) 中的

f(XXX) 可变为如下形式

y = f(x) =

i+1∑
j=i

Aj(x)
i+1∑
j=i

Aj(x)

yj (7)

由于对任意的 x ∈ U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1], 都有 Ai(x) +

Ai+1(x) = 1, 故式 (7) 可以写为

f(x) = Ai(x)g(ei) + Ai+1(x)g(ei+1) (8)

则 |g(x) − f(x)| ≤ |g′(ξ)||x− ei|+ |g′(η)||ei+1 − ei|, 其中
(ξ ∈ (ei, x), η ∈ (ei, ei+1)). 令 h = max1≤i≤N−1(e

i+1 − ei),

结论得证. ¤
定理 1 说明对论域 U 采用上面的三种划分方法, 所得到

的一阶逼近误差界的公式形式都是一样的, 因而在应用中都

可采用, 其差别为计算量的大小及简易程度. 同时, 我们从证

明过程中看到定理 1 的结论与论域 U 的模糊划分方式没有

关系, 那么是否可以认为模糊系统的逼近精度与论域的划分

方式无关? 下面, 我们把上述系统的逼近精度推广到二阶, 讨

论标准模糊系统在上述不同划分下的误差界变化情况. 对于

论域采用三角模糊划分, 我们有以下定理.

定理 2. 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1] 是 R 上的一个紧集, 如

果 Ai(x) 是满足完备性、一致性和有序性的一组标准的三角

形模糊划分 (如定义 4 所示), g(x) 是一个在 U 上的二次连

续可微函数, 那么它的误差界将满足下式

‖g(x)− f(x)‖∞ ≤ 1

8
‖g′′(x)‖∞h2 (9)

这里 h = max1≤i≤N−1(e
i+1−ei), ‖g(x)‖∞ = supx∈U |g(x)|.

证明. 同定理 1 的证明相同, 我们可以得到模糊系

统如式 (8) 所示, 这里 Ai(x) 为定义 4 中的形式. 定义

R1(x) = g(x) − f(x). 因为当 x = ei 时, Ai(e
i) = 1 和

Ai+1(e
i) = 0;当 x = ei+1 时, Ai(e

i+1) = 1, Ai+1(e
i+1) = 0.
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通过式 (8), 可以得到 f(ei) = g(ei), f(ei+1) = g(ei+1). 进

一步, 定义 R1(x) = K(x)(x − ei)(x − ei+1), 其中 K(x) 是

一个在 U 上的二次连续可微函数. 由此, 可以定义如下的函

数

φ(t) = g(t)− f(t)−K(x)(x− ei)(x− ei+1) (10)

其中 x ∈ (ei, ei+1) 是一个固定的参数. t = ei, t = ei+1

及 t = x 是 φ(t) = 0 的三个根. 根据中值定理, 可以得到

φ′′(ξ) = 0 (ξ ∈ (ei, ei+1) 与参数 x 相关). 故通过式 (10) 可

得 K(x) = 1/2 × g′′(ξ), ξ ∈ (ei, ei+1), 将其代入式 (10), 可

得 R1(x) = 1/2× g′′(ξ)(x− ei)(x− ei+1). 对该式两边取无

穷大模并令 h = max1≤i≤N−1(e
i+1 − ei), 结论得证. ¤

若论域采用标准二次多项式及三角函数模糊划分, 我们

有定理 3 和定理 4.

定理 3. 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1] 是 R 上的一个紧集, 如

果 Ai(x) 是满足完备性、一致性和有序性的一组标准的二次

多项式模糊划分 (如定义 5 所示), g(x) 是一个在 U 上的二

次连续可微函数, 那么它的误差界将满足下式

‖g(x)− f(x)‖∞ ≤ 1

8
‖g′′(x)‖∞h2 +

1

4
‖g′(x)‖∞h (11)

这里 h = max1≤i≤N−1(e
i+1−ei), ‖g(x)‖∞ = supx∈U |g(x)|.

定理 4. 设 U =
⋃N−1

i=1 [ei, ei+1] 是 R 上的一个紧集, 如

果 Ai(x) 是满足完备性、一致性和有序性的一组标准的三角

函数模糊划分 (如定义 6 所示), g(x) 是一个在 U 上的二次

连续可微函数, 那么它的误差界将满足下式

‖g(x)− f(x)‖∞ ≤ 1

8
‖g′′(x)‖∞h2 +

π2

32
‖g′(x)‖∞h (12)

这里 h = max1≤i≤N−1(e
i+1−ei), ‖g(x)‖∞ = supx∈U |g(x)|.

定理 3 和定理 4 的证明同定理 2, 故略. 由定理 2 ∼ 4 的

结论可以得出对于单输入单输出模糊系统的二阶逼近精度与

论域的划分方式是有关的, 其误差界的大小按标准三角模糊

划分、标准二次多项式模糊划分及标准三角函数模糊划分依

次增加, 且后两者的误差界大小属同一数量级, 差别不大. 这

里需要注意的是由标准二次多项式及三角函数模糊划分构成

的模糊系统, 由于其逼近函数形态多样故而可能包含更多的

被描述对象信息, 在误差允许的情况下对某类问题是恰当的,

这需要进一步研究.

2.2 多输入、单输出模糊系统的逼近误差界

进一步, 我们将上述结果推广到多输入、单输出的模糊

系统. 先就两输入单输出的情形加以讨论. 两输入单输出模

糊系统的推理规则的表达形式如下: Ri1i2 : 若 x1 是 Ai1
1 , x2

是 Ai2
2 , 则 y 是 Bi1i2 . 这里, j = 1, 2, ij = 1, 2, · · · , Nj . 这

样, 我们可以得到模糊系统的解析表达

y = f(XXX) =
∑
i1i2

2∏
j=1

A
ij

j (xj)

∑
i1i2

2∏
j=1

A
ij

j (xj)

yi1i2

对该模糊系统若对论域 U 采用标准三角形模糊划分, 则有下

面的定理.

定理 5. 设 U 是 R2 中一个紧集, A
ij

j (xj) 是满足完备

性、一致性和有序性的一组标准三角形模糊划分, g(XXX)(XXX =

(x1, x2),XXX ∈ R2) 是一个在 U 上的二次连续可微函数, 那么

它们的误差界都满足下式

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

[
‖∂2g

∂x2
1

‖∞h2
1 + ‖∂2g

∂x2
2

‖∞h2
2

]
(13)

或

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

[
‖∂2g

∂x2
1

‖∞ + ‖∂2g

∂x2
2

‖∞
]

h2 (14)

这里 h = max hj , hj = max1≤ij≤Ni−1 h
ij

j , j = 1, 2, ij =

1, 2, · · · , Nj − 1. 函数 g(XXX) 在 U 上的模为 ‖g(XXX)‖∞ =

supXXX∈U |g(XXX)| .

证明. 定义 U = U1 × U2 =
⋃N1−1

i1=1 [ei1
1 , ei1+1

1 ] ×⋃N2−1
i2=1 [ei2

2 , ei2+1
2 ] 及 U i1i2 = [ei1

1 , ei1+1
1 ] × [ei2

2 , ei2+1
2 ], 则有

U =
⋃N1−1

i1=1

⋃N2−1
i2=1 U i1i2 . 对 ∀XXX ⊂ U , 有XXX ⊂ U i1i2 . 假设

x1 ∈ [ei1
1 , ei1+1

1 ], x2 ∈ [ei2
2 , ei2+1

2 ], 由于 A
ij

j 是满足完备性、

一致性和有序性的一组标准三角模糊划分, 模糊系统 f(XXX)

解析表达式为

f(XXX) =

i1+1∑
j=i1

i2+1∑
j=i2

Aj1
1 (x1)A

j2
2 (x2)

i1+1∑
j=i1

i2+1∑
j=i2

Aj1
1 (x1)A

j2
2 (x2)

g(ej1
1 , ej2

2 ) (15)

基于 U 和 A
ij

j (XXX) 的条件, 有 A
ij

j (xj) + A
ij+1

j (xj) = 1. 由

此可得
∑i1+1

j=i1

∑i2+1
j=i2

Aj1
1 (x1)A

j2
2 (x2) = 1,则模糊系统 f(XXX)

可简化为

f(XXX) =

i1+1∑
j=i1

i2+1∑
j=i2

Aj1
1 (x1)A

j2
2 (x2)g(ej1

1 , ej2
2 ) (16)

进而, 我们定义 R2(x1, x2) = g(x1, x2) − f(x1, x2). 很明显,

(ei′
j1 , ei′′

j2 )(j1, j2 = 1, 2; i′ = i1, i1 + 1; i′′ = i2, i2 + 1) 满足

R2(x1, x2) = 0. 这样, 我们可以定义下式

R2(x1, x2) = K1(x1)(x1 − ei1
1 )(x1 − ei1+1

1 ) +

K2(x2)(x2 − ei2
2 )(x2 − ei2+1

1 ) (17)

这里K1(x1) 和K2(x2) 是二次连续可微的函数, 再定义

φ(s, t) = g(s, t)− f(s, t)−K1(x1)(s− ei1
1 )(s− ei1+1

1 )−
K2(x2)(t− ei2

2 )(t− ei2+1
2 ) (18)

利用中值定理, 我们有 K1(x1) = 1
2

∂2g

∂x2
1
|
s=ξ,t=e

i2
2

, K2(x2) =

1
2

∂2g

∂x2
2
|
s=e

i1
1 ,s=η

. 这里, ξ ∈ (ei1
1 , ei1+1

1 ), η ∈ (ei2
2 , ei2+1

2 ) 是分

别与 x1, x2 相关的参数. 经整理定理 5 得证. ¤
若论域 U 采用标准二次多项式及三角函数模糊划分, 我

们有定理 6 和定理 7.

定理 6. 设 U 是 R2 中一个紧集, A
ij

j (xj) 是满足完

备性、一致性和有序性的一组标准二次多项式模糊划分,

g(XXX)(XXX = (x1, x2),XXX ∈ R2) 是一个在 U 上的二次连续可

微函数, 那么它们的误差界都满足下式

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

[
‖∂2g

∂x2
1

‖∞ + ‖∂2g

∂x2
2

‖∞
]

h2+

1

4

[
‖ ∂g

∂x1
‖∞ + ‖ ∂g

∂x2
‖∞

]
h (19)
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其余条件同定理 5.

定理 7.设U 是R2中一个紧集, A
ij

j (xj)是满足完备性、

一致性和有序性的一组标准三角函数模糊划分, g(XXX)(XXX =

(x1, x2),XXX ∈ R2) 是一个在 U 上的二次连续可微函数, 那么

它们的误差界都满足下式

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

[
‖∂2g

∂x2
1

‖∞ + ‖∂2g

∂x2
2

‖∞
]

h2 +

π2

32

[
‖ ∂g

∂x1
‖∞ + ‖ ∂g

∂x2
‖∞

]
h (20)

其余条件同定理 5.

定理 6 和定理 7 的证明同定理 5, 故略. 然而, 上述结

果受限于两个输入的情况, 我们自然想到把上述结果推广到

n(n > 2) 个输入的情形. 下面就给出相关的结论.

推论 1. 设论域 U 是 Rn 中一个紧集, A
ij

j (xj) 是满

足完备性、一致性和有序性的一组标准三角形模糊划分,

g(XXX)(XXX = (x1, x2, · · · , xn),XXX ∈ Rn) 是一个在 U 上的 n 次

连续可微函数, 那么它们的误差界都满足下式

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

n∑
i=1

‖∂2g

∂x2
i

‖∞h2
i (21)

其余条件同定理 5.

推论 2. 设论域 U 是 Rn 中一个紧集, A
ij

j (xj) 是满足

完备性、一致性和有序性的一组标准二次多项式模糊划分,

g(XXX)(XXX = (x1, x2, · · · , xn),XXX ∈ Rn) 是一个在 U 上的 n 次

连续可微函数, 那么它们的误差界都满足下式

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

n∑
i=1

‖∂2g

∂x2
i

‖∞h2
i +

1

4

n∑
i=1

‖ ∂g

∂xi
‖∞hi

(22)

其余条件同定理 5.

推论 3. 设论域 U 是 Rn 中一个紧集, A
ij

j (xj) 是满足

完备性、一致性和有序性的一组标准三角函数模糊划分,

g(XXX)(XXX = (x1, x2, · · · , xn),XXX ∈ Rn) 是一个在 U 上的 n 次

连续可微函数, 那么它们的误差界都满足下式

‖g(XXX)− f(XXX)‖∞ ≤ 1

8

n∑
i=1

‖∂2g

∂x2
i

‖∞h2
i +

π2

32

n∑
i=1

‖ ∂g

∂xi
‖∞hi

(23)

其余条件同定理 5.

推论 1 ∼ 3 的证明同二维输入的情况类似, 故略. 从对

上述定理内容的分析可以看到, 无论是对单输入单输出标准

模糊系统, 还是多输入单输出标准模糊系统, 以正规三角形

为基函数的标准模糊系统的误差界具有二阶精度, 而其余两

类模糊系统其逼近误差解都是一阶, 不具备更高的逼近精度.

因而, 以正规三角形为基函数的标准模糊系统是三个系统中

逼近效果最好的. 对于正规二次多项式和正规三角函数为基

函数的标准模糊系统来讲, 两个系统在单输入单输出情形下

具有相同的一阶误差界公式 (6), 从误差界公式 (11) 和 (12)

分析, 两个系统都具有高于一阶而低于二阶的误差界, 以正

规二次多项式为基函数的标准模糊系统的误差界稍小于以正

规三角函数为基函数的误差界. 两个系统在多输入单输出情

形下可参考式 (13)、(14)、(19) 及 (20), 结论与单输入、单

输出的标准模糊系统是一样的. 总之, 以正规二次多项式为

基函数的标准模糊系统的逼近效果比以正规三角函数为基函

数的标准模糊系统稍好. 同时, 随着模糊系统输入维数的增

加, 这两个系统的误差越来越大. 因而, 我们认为在低维输入

情况下这三个模糊系统都是可以使用的, 在高维输入的情况

下由于误差增加较快, 应当使用正规三角形为基函数的标准

模糊系统而其余两个系统慎用. 另外, 上述定理的证明方法

不同于文献 [10−11], 它的好处是可以处理非标准三角形函

数划分的模糊系统的误差分析, 获得更多的模糊系统的信息.

下面通过算例来验证上述分析的正确性.

3 算例

例 1.设计一个单输入单输出模糊系统, 使它一致逼近函

数 g(x) = 0.1x2 + 0.2x + 0.5, 其中论域 U = [−1, 1], 逼近的

误差精度为 ε = 0.1. 这里, 我们对以正规三角形为基函数的

标准模糊系统采用具有二阶形式的误差界公式 (6), 对以正规

的二次多项式及三角函数为基函数的标准模糊系统采用具有

近似二阶形式的式 (11)、(12) 进行计算, 其结果如表 1 所示.

因而, 对单输入单输出模糊系统这三个模糊系统都可以使用,

其中正规三角形隶属函数设计的模糊系统最好. 而对余下的

两个模糊系统, 从误差界公式分析正规二次多项式模糊系统

稍好于正规三角函数模糊系统, 但两者差别不大.

表 1 单输入单输出系统所需要的规则数目

Table 1 The number of rules in SISO systems

论域划分 三角形划分 多项式划分 三角函数划分

规则数目 3 4 4

例 2. 设计一个两输入单输出模糊系统, 使它一致逼近

函数 g(xxx) = 0.25x2
1 + 0.15x2

2 + 0.1x1x2 + 0.40, 其中论域

U = [−1, 1]× [−1, 1], 逼近精度为 ε = 0.1. 这里, 我们对以正

规三角形为基函数的标准模糊系统采用具有二阶形式的误差

界公式 (14), 对以正规的二次多项式与三角函数为基函数的

标准模糊系统采用具有近似二阶形式的式 (19)、(20) 进行计

算, 其结果如表 2 所示. 很明显, 在二维输入情形下正规三角

形隶属函数设计的模糊系统效果最好, 采用正规二次多项式

设计的模糊系统也明显优于采用正规三角函数设计的模糊系

统, 这与一维输入情形有很大不同. 因而在高维模糊系统中,

我们建议更应该采用正规三角形隶属函数设计的模糊系统.

表 2 多输入单输出系统所需要的规则数目

Table 2 The number of rules in MISO systems

论域划分 三角形划分 多项式划分 三角函数划分

规则数目 9 49 64

4 结论

在标准模糊系统的基础上, 本文提出了三类标准模糊系

统的比较问题. 通过数值分析中的误差余项和辅助函数的方

法, 给出了上述三类模糊系统从单输入单输出到多输入单输

出的逼近精度误差界的相关定理, 并对它们逼近精度的误差

进行了比较研究, 提出了它们的使用条件, 这对实际应用是

有益的. 同时, 在定理的证明过程中采用的误差余项和辅助

函数方法的好处是可以比较模糊论域划分函数的优劣, 更多

地揭示了模糊论域划分函数的信息, 并且该证明方法比文献
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[10−11] 给出的方法更简捷. 最后, 我们通过算例比较了三类

模糊系统的优劣, 验证了理论分析的正确性. 然而, 本文仅讨

论了具有特殊的模糊划分和模糊推理方法得到的两类模糊系

统的误差精度问题, 误差精度也仅限定在二阶以内. 我们对

其他如采用最小推理方法和中心平均解模糊器形成的模糊系

统以及最大推理方法和中心平均解模糊器形成的模糊系统没

有给予研究, 同时也没有对应用广泛的采用高斯模糊划分得

到的模糊系统给予重视. 另外, 本文所讨论的三类模糊系统

在实际问题中对不同对象如何使用, 本文都没有涉及, 这些

工作都是今后需要研究的.
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