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概率二维主分量分析

卿湘运 1 王行愚 1

摘 要 二维主分量分析是一种直接面向图像矩阵表达方式的特征抽取与降维方法. 提出了一个基于二维主分量分析的概率

模型. 首先, 通过对此产生式概率模型参数的最大似然估计得到主分量 (矢量); 然后, 考虑到缺失数据问题, 利用期望最大化算

法迭代估计模型参数和主分量. 混合概率二维主分量分析模型在人脸聚类问题上的应用表明概率二维主分量分析模型能作为

图像矩阵的密度估计工具. 含有缺失值的人脸图像重构实验阐述了此模型及迭代算法的有效性.
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Probabilistic Two-dimensional Principal Component Analysis

QING Xiang-Yun1 WANG Xing-Yu1

Abstract Two-dimensional principal component analysis (2DPCA) is an approach to feature extraction and dimen-

sionality reduction for an image represented straightforward as a matrix. In this paper, a probabilistic model for 2DPCA,

called P2DPCA, is proposed. First, the principal components (vectors) are derived through maximum-likelihood estima-

tion of parameters in the generative probabilistic model. Then, due to dealing properly with missing data, we present

an expectation-maximization (EM) algorithm for estimating the parameters of the model and principal components. The

application to cluster face images using mixtures of P2DPCA models shows that P2DPCA model can be a tool for

density-estimation of image matrix. Experimental results on face image reconstruction with missing data illustrate the

effectiveness of the model and the EM iterative algorithm.

Key words Principal component analysis (PCA), two-dimensional principal component analysis (2DPCA), expectation-

maximization (EM) algorithm, missing data

主分量分析 (Principal component analysis,
PCA) 作为一种经典的特征抽取与维数降低方法
在人脸识别、探索性数据分析等领域得到广泛应用,
其主要目标是使得高维数据经过线性变换在低维空

间的方差最大. 特别地, 在人脸识别领域中基于主
分量分析的人脸表达方法称作 “特征脸”(Eigenface)
方法[1], 该方法首先将二维人脸图像矩阵重新排列
为一维图像矢量, 再对图像矢量空间的协方差矩阵
进行奇异值分解, 取前几个最大的奇异值对应的特
征矢量为特征脸, 然后将图像矢量在特征脸上的投
影系数作为特征值进行分类. 由于图像矢量往往是
高维的, 因此计算协方差矩阵通常很困难. 虽然一些
改进方法可以解决高维小样本主分量分析存在的问

题, 但有可能导致无法得到精确的特征矢量. 杨健等
提出一种更直观的图像投影技术— 二维主分量分

收稿日期 2007-05-30 收修改稿日期 2007-09-10
Received May 30, 2007; in revised form September 10, 2007
国家自然科学基金 (60674089), 教育部博士点基金 (20040251010)

资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(60674089), Research Foundation for the Doctoral Program of

Higher Education of China (20040251010)
1. 华东理工大学信息科学与工程学院 上海 200237
1. College of Information Science and Technology, East China

University of Science and Technology, Shanghai 200237
DOI: 10.3724/SP.J.1004.2008.00353

析 (Two-dimensional principal component analy-
sis, 2DPCA)[2], 该技术直接对图像矩阵进行协方差
计算, 而无需将二维图像矩阵转换为一维矢量, 因此
更容易精确计算协方差矩阵. 应用改进的 2DPCA
也使得在线掌纹识别计算复杂度降低, 系统的实用
性进一步提高[3]. 类似的思想也被推广到线性判别
分析 (Linear discriminant analysis, LDA) 等线性
变换特征抽取方法中[4]. 王立威等证明了 2DPCA
等同于基于块单元的主分量分析的特例[5](文献 [6]
也独立地给出了证明), 即图像的每一行为一块, 人
脸图像的所有行图像为一维矢量样本, 再应用 PCA
即可得到 2DPCA, 并给出了一个反例[7], 进而对
2DPCA 的鲁棒性提出了质疑. 但正如文献 [2] 所指
出的那样, 2DPCA 的优点主要体现在计算方便, 在
几个人脸数据集上进行识别实验的分类性能差异在

统计上没有意义.
2DPCA 解决了高维样本数据带来的问题, 但

是不能处理含有缺失数据的样本. 例如, 人脸受到眼
镜、围巾等其他物体的遮挡, 网络视频传输由于丢包
导致解码的视频图像出现马赛克, 或本身图像质量
退化引起的图像不完整等都可视为含有缺失数据的

二维图像. 常规的方法是将缺失的部分填充均值, 或
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简单地丢弃. 此外, 如何给出一个概率框架对
2DPCA予以明确的概率解释,也是一个需要解决的
问题.受到 Bishop等提出的概率主分量分析 (Prob-
abilistic principal component analysis, PPCA) 的
启发[8], 本文提出了一种概率二维主分量分析方
法 (Probabilistic two-dimensional principal com-
ponent analysis, P2DPCA). 作为概率主分量分析
在二维矩阵样本上的扩充, P2DPCA 一方面保持
了 2DPCA 的优点, 计算快速方便; 另一方面根据
概率模型的特点, 应用期望最大化 (Expectation-
maximization, EM) 算法处理含有缺失数据的二维
主分量分析. 另外, 由单个概率密度推广至混合密度
形式, 也可对具有流形结构的数据作非线性投影. 如
果对模型参数设置合适的先验分布, 则可应用贝叶
斯方法进行模型选择.
本文首先给出 P2DPCA 的概率模型, 然后根据

最大似然得到参数估计的闭形式解. 再对此模型应
用EM算法推断模型参数,在EM算法中,对于含有
缺失数据的问题, 在 E 步不仅计算中间隐变量的期
望值, 也计算缺失数据的估计值; 在 M 步最大化似

然目标函数以推断各参数值. 最后给出了 P2DPCA
的两个应用: 混合概率二维主分量分析在人脸聚类
上的应用和含有缺失数据的人脸图像重构.

1 概率二维主分量分析模型

设期望均值为 0m×n 的二维矩阵X 的产生式层

次概率模型如下

X = WH + ε (1)

ε ∼ Nm×n(0m×n, Im ⊗ σ2In) (2)

W ∼ Nm×d(0m×d, Im ⊗ Id) (3)

其中, d × n 矩阵 H 为因子装载矩阵, m × d (一般
地, d ≤ n) 矩阵W 为m× n 观测矩阵X 的低维投

影, 在此模型中也被称作隐变量, 0m×n 表示所有元

素为 0 的m×n 矩阵, Im 表示单位m×m 矩阵, ⊗
表示矩阵的 Kronecker 积. 服从 Nm×n(M, W ⊗ V )
分布的 Y 有如下密度函数

f(Y ) = (2π)−mn/2 × |W |−n/2 × |V |−m/2×
exp{−tr[W−1(Y −M)V −1(Y −M)T]/2}

(4)

其中 tr(·) 表示矩阵的迹运算. 此模型将观测矩阵当
作服从矩阵正态分布的随机矩阵. 噪声 ε 也服从矩

阵正态分布. 容易看出此模型为各向同性高斯噪声
模型, 虽然在应用上受到一些限制, 但能给模型参数
推断带来很大的便利.

根据式 (1) 和 (2), X 的条件概率为

X|W,H, σ2 ∼ Nm×n(WH, Im ⊗ σ2In) (5)

再结合式 (3), 将W 进行积分

p (X|H, σ2) =
∫

p (X|W,H, σ2)p (W )dW =
∫

(2π)−mn/2 × (σ2)−mn/2×

exp{−tr[(X −WH)(σ2In)−1×
(X −WH)T]/2} × (2π)−md/2×
exp{−tr(WWT)/2}dW =

(2π)−mn/2 × (σ2)−m(n−d)/2×
|∆|−m/2 × exp{− 1

2σ2
tr[X(In−

HT∆−1H)XT]} (6)

其中 ∆ = HHT + σ2Id . 设观测到的图像矩阵个数
为 L, 其概率 2DPCA 模型可用一有向无环图表示,
Wi 为隐变量, 如图 1 所示.

图 1 L 个观测二维矩阵 X 的概率 2DPCA 模型

Fig. 1 The probabilistic 2DPCA model for L

observations of two-dimensional matrix X

根据此概率模型图, 略去常数项的似然为

Lh = −m(n− d)L
2

lnσ2 − mL

2
ln |∆|−

L

2σ2
[tr(S)− tr(HT∆−1HS)] (7)

其中协方差矩阵 S = (
∑L

i=1 XT
i Xi)/L. 最大化此似

然目标函数, 可得到参数 H 与 σ2 的驻点值.
应用贝叶斯理论, 可得到在已知观测矩阵Xi 下

隐变量矩阵Wi 的条件分布

Wi|Xi ∼ N(XiH
T∆−1, Im ⊗ σ2∆−1) (8)

2 概率二维主分量分析模型的最大似然解

对似然目标函数关于 H 求导, 利用 tr(AB) =
tr(BA) 及一些矩阵微分公式[9], 假定 ∆ 非奇异, H
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6= 0, 解以下方程

∂

∂H
Lh = −2L(m∆−1H − 1

σ2
∆−1H+

1
σ2

∆−1HSHT∆−1H) = 0 (9)

对 H 作奇异值分解 (d 一般远小于 n)

H = UΩV T (10)

其中, U 为 d × d 维正交矩阵, Ω = diag (ω1, · · · ,
ωd) 为 d× d 维由奇异值组成的对角矩阵, V = (v1,
· · · , vd) 为 n× d 维由正交列矢量组成的矩阵. 将上
式代入式 (9) 得到

U(mΩ)V T − U [
1
σ2

Ω− 1
σ2

(Ω2 + σ2Id)−1Ω3]V TS

= 0

⇒ UV TS = U(m(Ω2 + σ2Id))V T (11)

对 ωj 6= 0, 上式意味着 vT
j S = m(ω2

j + σ2)vT
j , V 的

每一列为 S 的特征矢量, 相应的特征值 ϕ = m (ω2
j

+ σ2), 故 ωj = (ϕj/m− σ2)1/2; 如果 ωj = 0, vj 可

取任意值. H 所有可能的解表示为

H = Rd(Kd − σ2)1/2V T (12)

其中 Rd 为任意 d× d 维正交旋转矩阵, V 为 n× d

维矩阵, 每一列是 S 的特征矢量, Kd 为 d× d 维对

角矩阵, 其每个对角元素如下

Kj =

{
ϕj/m, 对应特征向量vvvj

σ2, 否则

再将式 (12) 代入似然目标函数 (7), 经过一些线性
代数运算, 得到

Lh =− L

2
{m(n− d′) ln σ2 +

d′∑
j=1

ϕj+

1
σ2

n∑
j=d′+1

ϕj + md′} (13)

其中 d′ 为协方差矩阵 S 保留下来的非零的特征值

个数, ϕ1, · · · , ϕd′ 为相应保留下来的特征值, ϕd′+1,
· · · , ϕn 为丢弃的特征值. 最大化式 (13) 得到 σ2 的

估计值

σ2 =
1

m(n− d′)

n∑
j=d′+1

ϕj (14)

至此得到 P2DPCA 模型各参数最大似然的闭形式
解. 在实际求解中, 一般先对协方差 S 特征值分解,

设定理想的低维数 d, 根据式 (14) 求得 σ2, 再根据
式 (12) 得到 H, 或者得到 HT:

HT = V (Kd − σ2)−1/2Rd

一般地, Rd 可取为单位矩阵, 故直接得到低维投影
Wi = XiH

T∆−1.

3 概率二维主分量分析的EM算法

既然能得到 P2DPCA 模型各参数最大似然的
闭形式解, 为何还要应用 EM 算法迭代求解模型参

数值? 主要原因有以下几点: 1) 当观测图像含有缺
失数据, 如人脸图像受到眼镜、围巾等遮拦, 或者
由于成像条件受到影响, 致使图像的某一部分数据
不能正确反映目标对象, 则不能直接应用上述最大
似然闭形式解, 但可以应用 EM 算法迭代求解模型

参数和中间变量的估计值; 2) 类似概率主分量分析
的一些推广工作[10], 如果将此概率模型扩展到二维
因素分析或混合概率二维主分量分析模型, 则没有
闭形式解, 需要利用 EM 算法推断模型参数; 3) 不
需要直接计算协方差矩阵 S. 概率主分量分析应用
EM 算法的主要原因在于 3), 因为对于高维样本计
算协方差矩阵困难, 甚至难以存储, 同时进行奇异值
分解计算量大; 而概率二维主分量分析应用 EM 算

法则主要顾虑到原因 1) 和 2), 二维主分量分析的一
个重要的优点就是计算协方差矩阵 S 可行, 且计算
量少, 所以理由 3) 的优势不是很突出.
中间隐变量 {Wi} 与观测矩阵 {Xi} 的联合似

然为

Lhc =
L∑

i=1

ln p (Xi,Wi) (15)

其中,联合概率密度 p (Xi,Wi) = p (Xi|Wi,H, σ2)×
p (Wi). 在 E 步, 求当 H 与 σ2 固定时在分布

p (Xi|Wi,H, σ2) 下 Lhc 的期望值, 可得到 Wi 的

期望值 〈Wi〉 及WT
i Wi 的期望值 〈WT

i Wi〉
〈Wi〉 = XiH

T∆−1 (16)

〈WT
i Wi〉 = mσ2∆−1 + 〈Wi〉T〈Wi〉 (17)

在 M 步, 即在已知 〈Wi〉 及 〈WT
i Wi〉 的情况下, 最

大化联合似然 Lhc, 分别得到 H 与 σ2 的估计值

H = [
L∑

i=1

〈WT
i Wi〉]−1[

L∑
i=1

〈Wi〉TXi] (18)

σ2 =
1

mnL
{Ltr(S) +

L∑
i=1

[−2tr(XiH
T〈Wi〉T)+

tr(HT〈WT
i Wi〉H)]} (19)
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迭代执行式 (16)∼ (19), 直至收敛条件满足. 经 EM
算法得到的 H 矩阵各行矢量不正交, 因此其重构不
是均方误差准则下的最优重构.

由于 d经常远小于 n, 〈WT
i Wi〉与∆均为 d×d

矩阵, 求 〈WT
i Wi〉 逆的复杂度为 O((md)2 + d3), 求

∆ 逆的复杂度为 O((nd)2 + d3), 因此对它们求逆的
计算量远小于推断 PPCA 模型参数, EM 算法计算
类似中间变量求逆的计算量, 从文献 [11](此文献也
独立地提出了 PPCA 的 EM 迭代算法) 中可以看
到, 对应的一维特征矢量的维数为 mn, 因子装载矩
阵 C 的维数为 (mn)× d, 一般 PCA 的主分量 d 大

于 2DPCA 的主分量 d. 为避免对 (mn)× (mn) 矩
阵 (CCT+σ2I(mn))求逆,文献 [11]应用Woodbury
公式对 (Id + CTC/σ2) 求逆, 再左乘 C, 右乘 CT,
其复杂度为 O(2mnd2 + (mnd)2 + d3). 两者的求
迹运算都可运用相同技巧以减少计算量. 因此应用
EM 算法推断 P2DPCA 模型参数及隐变量期望值
仍保持了 2DPCA 计算方便、节约计算量的优点.
当有缺失数据时, 需对每次迭代的 E 步进行

适当的修改. 当缺失数据较少时, 可以直接利用上
次迭代得到的 〈Wi〉 和 H 来估计缺失数据值 〈Xi〉
= 〈Wi〉H; 而当缺失数据较多时, 设观测到的数据
矩阵 Xi 中共 p 个元素是有值的, 将其按行重新排
列成矢量 YYY = [y1, · · · , yp] ∈ Rp, 相应地也将待
估计的 Wi 按行排列成矢量 ωωω, 首先计算约束矩阵
A∗ = Im×m ⊗HT, 再将 A∗ 中对应缺失数据的约束
去除, 得到行数为 p、列数为 m × d 的约束矩阵 A,
解最小平方问题 ‖Aωωω−YYY ‖2

2 则能得到Wi 的估计值

〈Wi〉, 其中 ‖ · ‖2 表示 l2 范数, 一般需利用QR 分解
方法求解 ωωω.

因此 P2DPCA 较之 2DPCA 有能处理含有缺
失数据的矩阵的优点, 不仅能得到低维空间投影值,
还能推测在最大联合似然准则下缺失数据的估计值.

4 实验结果

当利用 P2DPCA 最大似然闭形式解进行人脸
识别实验时, 由于本方法的解与 2DPCA 的解相似,
其不同点是本算法对低维投影损失的方差有明确的

解释, 如式 (14) 所示, σ2 完全由所丢弃的特征分量

对应的特征值决定, 且 σ2 值通常较小, 如忽略其值,
对比 2DPCA 方法只是H 矩阵都除以m, 而相应的
投影系数都乘上m,所以应用本方法在对ORL、AR
和 Yale 数据集进行人脸识别的分类准确率与利用
2DPCA 的分类准确率相似, 故本文没有给出人脸
识别分类的结果. 关于 2DPCA 与 PCA 人脸识别
效果的比较, 文献 [2, 5, 7] 等已有深入的讨论, 而且

分类效果受到所选分类器的影响[12−13], 因此这里不
再赘述. 特别指出的是以下所有实验图像的像素灰
度值都已归一化到 [ 0, 1 ] 区间.

4.1 混合概率二维主分量分析模型

P2DPCA 只定义了单个线性投影, 对于具有流
形结构的数据 (如人脸图像经常只受到光照、角度变
换等几个自由度的作用), 可利用多个 P2DPCA 模
型的混合获得非线性投影, 同时可得到其聚类结果.
K 个概率二维主分量分析模型混合的对数似然目标

函数为

Lhmix =
L∑

i=1

ln{p (Xi)} =
L∑

i=1

ln{
K∑

c=1

πcp (Xi|c)}
(20)

其中 πc 为第 c 个混合分量的权重, 满足 πc ≥ 0,∑K

c=1 πc = 1. 对于此模型, 每个混合分量有相应的
均值Mc (不一定是 0), 只需对前述公式作相应的改
变即可: Xi = Xi −Mc. 同样应用 EM 算法迭代可
得到各分量的参数. 设观测数据 Xi 属于类 c 的后

验概率 φic = p (c|Xi), 其 EM 算法如下:
E 步:

〈Wic〉 = (Xi −Mc)HT
c ∆−1

c (21)

〈WT
i Wi〉 = mσ2

c∆
−1
c + 〈Wic〉T〈Wic〉 (22)

其中 ∆c = σ2
cId + HcH

T
c .

M 步:

Hc = [
L∑

i=1

φic〈WT
icWic〉]−1[

L∑
i=1

φic〈WT
ic 〉(Xi −Mc)]

(23)

σ2
c =

1

mn
L∑

i=1

φic

{
L∑

i=1

φictr[(Xi−Mc)(Xi−Mc)T]−

2
L∑

i=1

φictr[(Xi −Mc)HT
c 〈Wic〉T]+

L∑
i=1

φictr(HT
c 〈WT

icWic〉Hc)} (24)

Mc = [
L∑

i=1

φic(Xi −WicHc)]/
L∑

i=1

φic (25)

πc =(
L∑

i=1

φic)/L (26)

φic ∝ p (Xi|c, 〈Wic〉,Hc,Mc, σ
2
c )πc (27)
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且
∑K

c=1 φic = 1.
以下应用上述混合 P2DPCA 模型解决一个

人脸聚类的问题. 数据来源于 Stirling 人脸数
据库 (http: //pics.psych.stir.ac.uk/cgi-bin/PICS/
New/pics.cgi), 选择所有的 68 个前视 (类 1) 和 105
个侧视 (类 2) 灰度人脸图像, 部分图像如图 2 所
示, K = 2, L = 173. 每张人脸图像大小为 128
行× 128 列.

图 2 Stirling 人脸数据库人脸图像

Fig. 2 Example images from the Stirling faces database

设置 Hc 每个元素的初值服从标准正态分布,
φic ≈ 1/K, 根据 φic 得到初始类别, 求得每类的
均值作为 Mc 的初始值, σ2

1 = 0.01, σ2
2 = 0.009,

d = 1. 应用上述 EM 算法, 约迭代执行 30 次就收
敛, 根据不同的初始值运行 20 次 (以下简称此方法
为MixP2DPCA). 与之比较的算法有:

1) 首先利用 2DPCA 降维, 再利用 K 均值聚类
算法, d = 1 (以下简称 2DPCA+ K-means);

2) 首先利用 P2DPCA 最大似然闭形式解降维,
再利用K均值聚类算法, d = 1 (以下简称P2DPCA
+K-means);

3)如文献 [14]所述由Roth等提出的聚类方法,
首先运行 PCA 得到低维投影系数, 再同时进行特征
选择和聚类 (以下简称 Roth);

4) 利用流形学习思想的局部保持聚类算法 (Lo-
cality preserving clustering, LPC)[15]. 在此方法中,
设定最近邻数为 10, 通过映射降至低维数 3, 热核参
数 σ 的选取方法为 10 倍数据最近邻距离的均值.
在以上算法中, K 均值聚类算法采用欧氏距离

作为距离度量, 聚类数设定为真实聚类个数 2, 随机
设定类中心点, 最大迭代次数为 300, 根据不同初始
值运行 20 次, 在此数据集上 K 均值聚类算法的结
果均很稳定.

所有 5 个算法的实验结果如表 1 所示. 2DPCA
+K-means 与 P2DPCA+ K-means 方法没有考虑
此数据集本质低维和非线性映射特性, 映射关系是
全局线性的, 同时由于降维后的维数较高 (m × d),

也使得 K 均值聚类算法的性能下降, 所以两方法
聚类结果较差, 其中 P2DPCA 算法的 σ2 = 0.023;
Roth 算法则极富技巧性, 因而得到较好的聚类结
果; LPC 方法在低维空间保持高维空间的局部特
性, 对于此人脸数据库实质上只有人脸的转动, 所
以 LPC 特别适合对此类本质低维、高维嵌入的图
像数据进行聚类, 故聚类结果最好; 应用混合概率二
维主分量分析模型的聚类算法也得到较好的聚类结

果, 因为该算法也能通过局部线性子模型的混合对
全局非线性图像数据建模, 且不需对图像作任何变
换, 直接建立概率模型, 同时对每张图像的聚类不确
定性可以用后验概率 φic 来度量. 虽然在此实验中
MixP2DPCA 比 LPC 的聚类效果稍差, 但是 LPC
的降维本质上还是一种线性映射, 因此对于非常复
杂、高度非线性的数据, LPC 的降维仍摆脱不了线
性映射的局限. 文献 [16] 对当前的非参数流形学习
方法和混合概率参数模型在非线性映射应用方面各

自的优缺点均有详细阐述, 同时本概率模型能很自
然地推广到文献 [16] 的流形对齐模型中.

表 1 人脸聚类实验结果

Table 1 Results on face clustering

聚类算法 误分人脸数

DPCA+K-means 32

P2DPCA+K-means 32

Roth 7

LPC 3

MixP2DPCA 8

4.2 缺失值问题

本实验素材取自 ORL 人脸数据库 (http: //
www.cam-orl.co.uk), 共 40 人, 每张人脸图像大小
为 112 行× 92 列, 每人 10 张人脸图像, 共 400 张
人脸. 每人保留一张完整的人脸图像, 对其余图像
随机设定 40 行× 30 列大小的区域为缺失块. 文献
[11] 的方法能处理 212 维数据矢量的 PCA, 但是就
此问题如不对图像进行下抽样, 以目前普通计算机
的存储容量来说, 文献 [11] 的方法还是无法处理 214

维数据矢量的 PCA. 对于 2DPCA 重构方法, 某位
置缺失数据预先以所有图像此位置的均值 (只计算
不含缺失值图像的均值) 代替, 再利用 2DPCA 获得
其重构图像 (在此实验中简称此方法为 2DPCA). 根
据本文提出的模型应用 EM 算法估计重构图像及原
图像的缺失部分 (以下简称此方法为 P2DPCA), 其
中初始值 σ2 = 0.01, 设定 H 每个元素的初值服从

标准正态分布, 为简化计算, 设定收敛标准为最大迭
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代执行 500次或 (‖H(i)−H(i−1)‖2/(n×d)) < 10−5,
其中 H(i) 表示第 i 次迭代后经 EM 算法M 步得到
的 H. 由于缺失数据较少, 所以在 E 步不采取 QR
分解求 Wi 的估计值 〈Wi〉 (当观测数据较多时, 进
行 QR 分解的计算量太大).
选取两个量化指标, 一个为重构图像误差 Erec

Erec =
∑

l

‖Xl −X∗
l ‖2

2

其中, Xl 表示第 l 张人脸图像 (假定知道真正的
缺失数据值), X∗

l 表示含有缺失数据的图像 l 经低

维投影重构得到的图像. Erec 越小, 反映 l2 范数

意义下的逼近性能越好, 但 Erec 忽视了图像内容

对人眼的影响, 不能完整反映出人眼对图像的感知
质量, 因此引进一个基于结构失真的图像质量评价
标准 SSIM-index[17], 其值在 [ 0, 1 ] 之间, 越接近 1,
说明两图像越相似. 本实验取所有重构图像与真
实图像的 SSIM-index 均值作为评价标准, 标识为
ssim-index.

当 d取不同值时,应用 2DPCA与P2DPCA的
重构图像误差和 ssim-index 结果分别如图 3 和图 4
所示. 对于相同的 d 值, P2DPCA 的 ssim-index 总
是比 2DPCA 的 ssim-index 高, d 越大两者的 ssim-
index 越接近; 当 d 较小时, P2DPCA 的 Erec 比

2DPCA 的 Erec 小, 但当 d 较大时, 反而更大. 两种
方法在量化指标上的差异不显著, 主要原因有以下
几点:

1) 缺失数据只占整个图像数据的 10.48%, 因此
对缺失数据估计所带来的量化指标的改善也相应地

只占很少一部分;
2) 毕竟我们并不知道真正的缺失数据值,

P2DPCA 重构也只是在最大似然框架下对缺失数
据的一个推测与估计, 因此重构图像误差 Erec 在实

际的实验中是没办法计算的;
3) 迄今为止, 图像质量评价指标还不是很完善.
图 5 (见下页) 是 d = 8 时根据两种方法得到的

部分图像的重构结果. 其中补缺图像的意思是将原
图像缺失部分填补由各算法得到的估计值. 从图 5
可观察到, 应用 P2DPCA 得到的补缺图像能够大致
得到相应部位的轮廓图像, 如最上一张图像的眼睛
和最下一张的嘴巴, 而应用 2DPCA 得到的补缺图
像出现较严重的马赛克现象. 在重构图像中, 应用本
方法得到的重构图也能较清楚地恢复相应部位的轮

廓, 而由 2DPCA 得到的重构图像虽马赛克效应较
补缺图像弱, 但缺失部分像素值较一致, 视觉效果较
模糊.

图 3 重构图像误差

Fig. 3 Reconstruction errors

图 4 图像质量评价 ssim-index

Fig. 4 Image quality assessment using ssim-index

5 结论

对 2DPCA 建立一个概率模型具有其他概率模
型也具备的优点[8,18], 如: 通过似然函数能与其他基
于概率密度的方法进行比较; 结合合适的先验能得
到贝叶斯推断方法和进行模型选择; 当观测数据有
缺失值时概率模型也能获得主分量投影; 组合单个
模型可得到混合模型, 得到数据的非线性主分量分
析, 以探索、发现数据的流形结构; 当混合模型应用
于聚类时, 可以度量聚类结果的不确定性等. 此外,
P2DPCA 还具有 2DPCA 的主要优点: 计算简单方
便, 节省计算量.
以下是作者下一步研究的方向: 1) 对模型参数

赋予合适的先验, 特别是若能将类别信息考虑进去,
则能得到具有判别信息的主分量; 2) 利用变分贝叶
斯方法推断混合概率二维主分量分析贝叶斯模型的

参数; 3) 如文献 [19] 所述, 对双向二维主分量分析
也建立类似的概率模型.
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图 5 含有缺失数据的人脸图像重构

Fig. 5 Face image reconstruction with missing data
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