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预测控制定性综合理论的基本思路和研究现状

席裕庚 1 李德伟 1

摘 要 通过引入最优控制理论和 Lyapunov 方法, 预测控制的理论研究在最近十多年中发展迅速, 取得了丰硕成果. 本文总

结了预测控制定性综合理论的基本思路, 回顾了近十年关于具有稳定性和性能保证的预测控制的主要研究成果, 并根据近年

来预测控制研究的发展趋势, 指出高效预测控制的研究已逐渐成为这一领域研究的热点.
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Fundamental Philosophy and Status of Qualitative Synthesis of

Model Predictive Control
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Abstract In the last decade, theoritical study on model predictive control underwent rapid development by introducing

optimal control theory and Lyapunov method, and many important results were achieved. In this paper, the fundamental

philosophy in the study on qualitative synthesis of model predictive control is summarized. The main theoritical works

on model predictive control with guaranteed stability and performance are reviewed. From the trend of recent study, we

point out that the high efficient model predictive control will be the focus of the afterward study in this area.
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预测控制自从上世纪 70 年代问世以来, 因其控
制机理对复杂工业过程的适应性, 在工业领域得到
了广泛应用. 与此同时, 其理论研究也受到了工业界
和学术界的广泛重视.
纵观预测控制理论研究的进程, 不难发现它经

历了两个阶段. 在上世纪 80 年代到 90 年代, 预
测控制的理论研究主要由工业界在实际应用中的

需求所驱动. 在这一阶段, 各种预测控制算法被提
出并得到实际应用, 如模型算法控制 (Model algo-
rithmic control, MAC)[1], 动态矩阵控制 (Dynamic
matrix control, DMC)[2] 和广义预测控制 (Gener-
alized predictive control, GPC)[3] 等. 工业界迫切
需要得到这些算法设计参数与系统性能之间的定量

关系, 以指导在应用中对设计参数进行调试. 我们把
因此而发展起来的预测控制理论称为 (经典) 预测
控制的定量分析理论. 它针对已有的预测控制实用
算法, 多数采用内模控制 (Internal model central,
IMC[4]) 框架在 Z 域内进行分析, 如文献 [5]. 也有

收稿日期 2007-06-25 收修改稿日期 2007-11-12
Received June 25, 2007; in revised form November 12, 2007
国家自然科学基金 (60474002, 60674041) 和国家高技术研究发展计
划 (863 计划) (2006AA04Z173) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(60474002, 60674041), National High Technology Research and
Development Program of China (863 Program) (2006AA04Z173)
1. 上海交通大学自动化系 上海 200240
1. Department of Automation, Shanghai Jiao Tong University,

Shanghai 200240
DOI: 10.3724/SP.J.1004.2008.01225

将问题转化为 LQ 控制问题在状态空间内进行研究,
如文献 [6]. 由于这些分析建立在闭环系统解析表达
式的基础上, 通常只适用于单变量无约束可导出解
析解的情况, 而对于实际工业过程中多变量有约束
的预测控制算法, 因为涉及到在线非线性优化, 除了
少量趋势性的结论外, 几乎不可能得到设计参数与
系统性能的定量关系. 因此, 到了 90 年代后期, 除了
偶尔有少量修补性的研究结果外, 这类定量分析的
研究因其本质困难而逐步淡出.
鉴于上述定量研究存在的本质困难, 上世纪 90

年代中期以来, 学术界开始转换预测控制理论研究
的思路, 从原来 “研究算法的稳定性” 转为 “研究稳
定性的算法”, 从原来着眼于对已有算法的分析转为
对新算法的综合设计, 从而掀起了新一轮研究高潮,
我们把这一阶段的理论称为 (现代) 预测控制的定性
综合理论. 很显然, 它是由学术界对预测控制理论和
研究方法的审视和反思所驱动的, 其特点是不再局
限于对已有预测控制算法的定量分析, 而是从理论
高度考虑如何设计预测控制算法使之具有稳定性或

其他控制性能的保证.
在预测控制理论研究的这一阶段, 最优控制作

为预测控制最重要的理论参照体系, Lyapunov 稳
定性分析方法作为其性能保证的基本方法, 不变
集、LMI 等作为其基本工具, 具有滚动时域特点
的性能分析作为其研究核心, 构成了丰富的研究内
容, 呈现出学术的深刻性和方法的创新性. 据统计,
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从 1995 年以来, 仅在Automatica、IEEE Transac-

tions on Automatic Control 这两个国际控制主流

刊物上发表的关于预测控制的论文就有 131 篇. 一
些具有重要意义的论文, 如 2000 年 Mayne 等发
表在Automatica 上的 “Constrained model predic-
tive control: stability and optimality”[7], 仅 SCI
引用已达 349 次. 该文对预测控制定性综合理论的
发展有着重要意义, 其中指出的许多研究方法和方
向不仅是对以往研究的总结和提炼, 而且为后续研
究提供了思路.

2000 年以来, 预测控制定性综合理论的发展更
为迅速. 1) 结合文献 [7] 思想, 各种新的具体的预测
控制器设计方法不断涌现; 2) 文献 [7] 未关注的一
些问题, 如对可行性、实时计算量以及控制性能的兼
顾等也大量加入到预测控制的设计中, 缩短了理论
研究和实际应用的距离. 结合作者这些年在预测控
制理论研究中的体会, 本文将回顾预测控制定性综
合理论的发展, 解读其基本理念, 以 2000 年以后的
理论成果为主, 综述其研究的主要问题和解决问题
的主要思想, 并分析研究中的主要难点及有待解决
的问题.

1 预测控制定性综合理论的基本理念

在文献 [7] 中, Mayne 等深刻揭示了预测控制
与传统最优控制的关系, 并由此出发, 总结和概括了
预测控制稳定性分析与综合的基本思想.

1.1 预测控制与最优控制的关系

文献 [7] 指出, 预测控制并不是一个全新的控制
设计方法, 除了采用有限时域代替最优控制中的无
限时域外, 它本质上解决的仍然是标准的最优控制
问题, 二者的不同之处仅仅在于: 预测控制是在线求
解开环最优控制问题而不是离线确定控制律.

众所周知, 最优控制问题可以通过动态规划或
极大值原理求解. 由于后者求解的是一个数学规划
问题而非动态规划问题, 其求解自然要比前者更为
容易. 但注意到这两种方法所得到的无穷时域最优
控制是相同的, 因此如果在每一时刻都把当时的系
统状态 xxx 作为初始状态 xxx0, 求解开环最优控制问题
并得到当前的控制量 uuu = uuu0(0,xxx), 那么这样求出的
控制量 uuu 应该就是最优控制律 uuu = K(xxx). 这正是
预测控制求解最优控制问题的思路和特点.
上述预测控制与最优控制的关系, 给我们以下

两点启示:
1) 从实现的角度出发, 预测控制在每一时刻的

开环优化通常采用有限时域而非无穷时域, 因此每
一步解得的开环最优控制与真正意义上的无穷时域

最优控制是不等价的. 所以有必要把预测控制在线

进行的有限时域开环优化拓展成与无穷时域开环最

优控制相近的形式.
2) 最优控制的稳定性分析通常借助于 Lya-

punov 方法, 而 Lyapunov 函数通常取为最优解
的值函数, 这一稳定性分析的基本框架可以借用到
预测控制的稳定性分析中.
以下, 我们就这两个问题给出进一步的说明.

1.2 预测控制在线开环优化的无穷时域近似

设系统状态方程为

xxx(k + 1) = fff(xxx(k),uuu(k)) (1)

其中 fff 为非线性函数, fff(000,000) = 000, 系统输入和状态
约束为 xxx ∈ Ωx, uuu ∈ Ωu, 000 ∈ Ωx, 000 ∈ Ωu.

由 1.1 节中的分析, 在任一时刻 k 从系统状态

xxx(k) 出发的无穷时域最优控制问题的性能指标可以
描述为

J∞(k) =
∞∑

i=0

Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k)) (2)

其中Ψ 为非线性性能函数, Ψ(·, ·) ≥ 0, Ψ(000,000) = 0.
而预测控制通常只取有限时域进行优化, 其性能指
标为

JN(k) =
N−1∑
i=0

Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k)) (3)

比较式 (2) 和式 (3), 可以得到

J∞(k) = JN(k) + JN,∞(k) (4)

这里, JN,∞(k) =
∞∑

i=N

Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k)).

由此可以看出, 要将预测控制的有限时域优化
近似为无穷时域开环最优控制, 必须改造其优化问
题, 补偿有限时域后的无穷时域部分. 对于这个问
题, 常见的方法有:

1) 终端零约束 (也称为终端等式约束): 在有
限时域优化问题中, 强制 xxx(k + N |k) = 000. 这时若
uuu(k + i) ≡ 000, i = N, N + 1, · · · , 则 JN,∞(k) = 0,
则式 (3) 可以直接近似式 (2).

2) 终端代价函数: 式 (4) 中的 JN,∞(k) 应该是
其初始状态 xxx(k+N |k)的函数. 虽然在多数情况下,
不能得到 JN,∞(k) 的准确形式, 但若能选定某一已
知终端代价函数 F (xxx(k + N |k)) 为其上界, 则可以
用增加终端代价函数后的式 (3) 来近似式 (2).

3) 终端集约束: 即强制 xxx(k + N |k) ∈ Ωf , Ωf

为终端约束集, 并假设当系统状态进入终端集后采
用简易的状态反馈律, 则可得到 JN,∞(k) 的一个上
界, 从而将式 (3) 转化一个近似无穷时域优化问题.
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1.3 预测控制系统的 Lyapunov稳定性分析

通过上述改造, 预测控制优化问题可近似看
成在线滚动进行的无穷时域开环最优控制. 类似
最优控制, 可选取每一时刻的性能指标函数为其
Lyapunov 函数, 进而对预测控制系统进行稳定性
分析.

作为一种滚动实施的在线优化控制, 预测控制
与离线一次进行的最优控制不同, 其稳定性分析遇
到了特殊的困难. 假设 U∗(k) = {uuu∗(k), · · · ,uuu∗(k +
N − 1)} 是 k 时刻求得的最优控制, 其对应的最
优性能指标为 J∗(k), 而 U∗(k + 1) = {uuu∗(k +
1), · · · ,uuu∗(k + N)} 是 k + 1 时刻求得的最优控
制, 其对应的性能指标为 J∗(k + 1). 显然 U∗(k)
和 U∗(k + 1) 分别是从 k 和 k + 1 时刻的系统状
态出发, 针对各自的有限时域优化问题独立求解得
到的, 它们之间不存在直接的联系. 因此要直接分
析性能指标 J∗(k) 和 J∗(k + 1) 的关系是很困难
的. 这正是预测控制稳定性分析的本质难点. 借助
Kwon 等分析滚动时域控制[8] 的思路, 可以引入一
个 k + 1 时刻的可行中间解 U(k + 1) 及其对应的
性能指标 J(k + 1). 一方面, U(k + 1) 中的分量
可以由 U∗(k) 移位并补充未知分量构成, 这样就使
U(k + 1) 和 J(k + 1) 与 U∗(k) 和 J∗(k) 因为存在
大量相同的项而易于比较. 另一方面, 由于 U(k +1)
和 J(k + 1) 是 k + 1 时刻的可行解及其对应指标,
有 J(k +1) ≥ J∗(k +1). 这样就可通过 J(k +1) 建
立 J∗(k) 和 J∗(K + 1) 之间的关系, 当系统满足一
定条件时, 可以得到 J∗(k) ≥ J(k + 1) ≥ J∗(k + 1),
并且当且仅当 xxx(k) = 000,uuu(k) = 000 时等号成立, 则
J∗(k) 作为 Lyapunov 函数便可保证闭环系统的稳
定性. 这一思路构成了预测控制稳定性分析最基本
且最常用的方法. 其中, 中间解 U(k + 1) 的构造至
关重要, 它必须具有可行性, 同 U∗(k) 具有可比性,
且使 J(k + 1) ≤ J∗(k). 这也是为什么在预测控制
稳定性分析中可行性成为一个重要议题的原因.

以上分析了预测控制定性综合理论中最重要的

理念和思路. 在预测控制新算法综合设计中, 其基本
问题就是如何应用上述理念构造预测控制在线优化

问题, 使之可以用 Lyapunov 方法得到稳定性保证.

2 稳定预测控制器的设计

控制器的稳定性保证是其最基本的性能保证.
对于系统 (1), 在原始意义上的预测控制在线优化问
题可以表示成

min
uuu(k+i|k)

J(k) =
N−1∑
i=0

Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k))

s.t. xxx(k + i + 1|k) = f(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k))

xxx(k + i + 1|k) ∈ Ωx, uuu(k + i|k) ∈ Ωu,

i = 0, · · · , N − 1
(5)

在预测控制定性综合理论中, 通过对这一问题的改
造, 将其转化为近似的无穷时域最优控制的形式, 借
助 Lyapunov 方法分析其稳定性.

2.1 终端零约束 (等式约束) 预测控制

1978 年 Kwon 等[8] 针对线性系统二次性能

指标的滚动时域控制提出人为引入终端零约束来

保证系统的稳定性, 即人为地强制加入约束 xxx(k +
N |k) = 000. 当 k时刻优化问题 (5)的优化解 {uuu(k|k),
uuu(k +1|k), · · · ,uuu(k +N − 1|k)} 满足原有约束和终
端零约束时, 对 k + 1 时刻优化问题可构造中间可
行解 {uuu(k + 1|k), · · · ,uuu(k + N − 1|k), 0}, 终端零
约束的加入可保证系统的 Lyapunov 函数递减, 从
而保证系统稳定. 文献 [9−10] 把终端零约束方法应
用到广义预测控制 (Generalized predictive control,
GPC) 系统, 提出了终端零状态约束和终端零输出
约束的 GPC 算法. 文献 [11] 针对一类有约束非线
性对象, 提出了基于终端零约束的预测控制算法.
终端零约束是对系统状态的一种估计, 即在预

测时域后系统状态和输入都保持为零. 但是, 这种方
法对无穷时域的近似比较保守, 而且过于苛刻.

2.2 终端代价函数预测控制

终端零约束相当于在性能指标中加入了权矩

阵为无穷大的终端状态项, 一种松弛的做法是引
入一个终端有限权矩阵来保证稳定性. 1990 年,
Bitmead[12] 等针对无约束线性系统引入终端加权方

法来保证预测控制器的稳定性, 其实质是在优化问
题中给出控制时域以后无穷时域性能指标的一个上

界. 对于无约束系统, 该问题可以表示成

min
uuu(k+i|k)

J(k) =
N−1∑
i=0

Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k)) +

F (xxx(k + N |k)) (6)

s.t. xxx(k + i + 1|k) = f(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k)),

i = 0, · · · , N − 1

这里终端代价函数满足 F (xxx(k + N |k)) ≥∑∞
i=N Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k)), uuu(k + i|k) =

Hxxx(k + i|k), i ≥ N . 特别对于线性定常系统二
次性能指标, 可以通过求解 Riccati 方程来得到终端
加权矩阵, 它与反馈矩阵有关.

控制器 (6) 由于引入终端代价函数, 使其优化
问题对应的性能指标近似为一个无穷时域的优化
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指标, 其稳定性分析可用 Lyapunov 方法进行. 以
线性系统二次性能指标为例, 其终端代价函数为
F (xxx(k+N |k)) = ||xxx(k+N |k)||2P , 其中 P 满足条件

P −Q−HTRH − (A+BH)TP (A+BH) > 0. 设
该问题在 k 时刻有最优解 {uuu(k|k), · · · ,uuu(k + N −
1|k)},则 k+1时刻,取可行解 {uuu(k+1|k), · · · ,uuu(k+
N − 1|k),Hxxx(k + N |k)}. 其对应的性能指标差为

J∗(k)− J(k + 1) = ||xxx(k|k)||2Q + ||uuu(k|k)||2R +

||xxx(k + N |k)||2P − ||xxx(k + N |k)||2Q −
||xxx(k + N + 1|k)||2P − ||Hxxx(K + N |k)||2R
从而 J(k + 1) < J∗(k), 即 J∗(k + 1) < J∗(k), 保证
了 Lyapunov 函数递减.

Rawlings 等[13] 按线性系统稳定与否及有无约

束分为四种情形进行讨论, 对有约束不稳定系统, 在
控制时域终点将不稳定部分状态采取终端零约束使

其强制到零, 从而转化为有约束稳定系统的优化问
题; 而对于稳定线性系统, 则采用无穷时域控制量为
零情况下的性能指标作为终端代价函数. 这类的研
究还有文献 [14−15].

2.3 带有终端集约束的预测控制

终端集约束是对终端零约束的另一种扩展. 一
般而言, 将系统状态驱动到一个集合内要比到一
个点容易, 所以终端集约束比终端零约束的保守
性低.
终端集约束是伴随着双模控制提出的. 1993 年,

Michalska 等[16] 针对一类有约束非线性对象, 采用
不等式约束代替终端零约束, 提出了双模预测控制
的思想. 终端集是一个原点的邻域集合 Ωf , 预测控
制器的作用是在有限时间内, 将系统状态控制到这
个终端集合内. 当系统的状态进入该集合 Ωf 内部

时, 则采用局部线性反馈控制律控制. 双模控制的思
想是在控制策略上对无穷时域控制的一种近似, 对
以后的研究具有重要影响.

Chen 等[17] 针对非线性系统预测控制问题, 在
终端集约束的基础上引入了终端加权. 该控制器通
过离线解一个 Lyapunov 方程得到其终端加权阵,
在线时通过有限时域控制使系统状态进入一个终端

集合, 保证了系统的渐近稳定. 这样的控制策略是对
无穷时域优化的一种比较好的近似. 采用终端集约
束和终端加权的稳定预测控制器一般可表示为

min
uuu(k+i|k)

J(k) =
N−1∑
i=0

Ψ(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k))+

F (xxx(k + N |k))

s.t. xxx(k + i + 1|k) = f(xxx(k + i|k),uuu(k + i|k))

xxx(k + i + 1|k) ∈ Ωx, uuu(k + i|k) ∈ Ωu

xxx(k + N |k) ∈ Ωf , i = 0, · · · , N − 1 (7)

双模控制、终端集约束及其与终端代价函数的

配合使用, 为具有稳定性保证和性能保证的预测控
制器设计建立了理论基础, 使预测控制的稳定性研
究出现了一个飞跃. 对于双模预测控制方法中几个
主要组成部分的研究, 衍生出大量有重要意义的研
究成果. 如 Parisini 等[18] 引入特殊的终端加权形式

hF (xxxt+N) = αxxxTPxxx, 证明了通过选取合适的 α 和

P 值, 可以保证系统渐近稳定. Nicolao 等[19] 对性

能指标含终端代价函数的非线性系统的优化问题设

计了预测控制器, 使得系统在平衡点指数稳定. 同
时证明了随着优化时域从零延长至无穷时域, 其初
始可行域也从其线性化系统的原点邻域扩大至非

线性系统无穷时域优化的初始可行域. Magni 等[20]

针对非线性有约束系统, 采用终端集约束和终端加
权项, 分析了当优化时域长度延长时, 优化问题计
算负担、稳定域和性能指标等相应的变化情况, 并
通过终端加权保证了闭环系统的稳定性. Limon
等[15] 分析了无终端集约束条件下的预测控制器的

稳定性问题, 给出了相应的稳定性条件; 并证明了
无终端集约束时, 可通过增大终端加权来扩大系统
的初始可行域. Lee 等[21] 得到了终端加权矩阵差

分不等式, 该条件可以转化为 LMI 进行求解, 从
而可以设计终端加权矩阵, 得到系统渐近稳定或指
数稳定的预测控制器. 另外, 文献 [22] 通过设计终
端加权矩阵和不变椭圆集约束, 分别设计了状态反
馈控制器和输出反馈控制器, 保证了系统的指数稳
定性.

以上这些成果, 都是直接或间接引入终端集和
终端加权等人为约束条件, 用有限时域优化来近似
无穷时域优化, 以得到有稳定性保证的预测控制器.
虽然有的文献中并没有直接出现终端集约束, 但这
个条件实际是隐含在该方法中的, 如文献 [15].

2000 年, Mayne 等在文献 [7] 中总结了以往研
究成果, 指出了预测控制稳定设计的三大要素: 终端
集, 终端代价函数以及局部控制器, 概括了预测控制
系统稳定性保证的基本途径. 但由于人为约束的加
入, 使另外一个原本就有的问题更加突出, 即在线计
算量、控制性能和系统初始可行域之间的矛盾. 例
如按照双模控制方法, 在终端集不变的条件下, 只有
增大控制时域长度才能扩大系统的初始可行域, 获
取好的控制性能, 但这样会加大控制器的在线计算
量. 这三者的矛盾在鲁棒预测控制系统中更为突出.
事实上, 在预测控制稳定性保证的基本途径确定以
后, 近年来预测控制的理论研究大多是围绕解决这
一矛盾进行的.
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3 鲁棒预测控制

随着预测控制稳定性设计的理论和方法日渐成

熟, 对于不确定对象鲁棒预测控制的研究也逐渐成
为预测控制研究的热点, 其实质是在线求解一个关
于系统未来状态和输入的 min-max 优化问题.
在现有研究中, 不确定系统常分为受扰系统和

参数不确定系统. 其中受扰系统可写成

xxx(k + 1) = f(xxx(k),uuu(k)) + ωωω(k) (8)

这里扰动 ωωω(k) 一般是不可测有界扰动, 即
||ωωω(k)||2 ≤ ω. 参数不确定系统则可以采用多胞
模型来描述, 即

xxx(k + 1) = A(k)xxx(k) + B(k)uuu(k)

(A(k), B(k))=Co{(A1, B1), · · · , (Anp
, Bnp

)} (9)

虽然在实际研究中, 常常会同时考虑这两种不确定
性, 但本文还是按照模型分类分别介绍.

3.1 受扰系统的鲁棒预测控制

对于受扰系统预测控制的研究起步较早, 如文
献 [23]. 之后, 人们借鉴鲁棒控制的研究方法, 对
具有结构不确定性和外加扰动对象的预测控制进行

了研究. 耿晓军[24−25] 和 Kim[26] 分别采用 H∞ 的
方法研究受扰系统的滚动时域预测控制问题. 文献
[24−25] 分别针对不同的对象, 研究其滚动时域 H∞
控制的设计, 给出了基于 H∞ 性能指标的最优控制
律和其存在的充分性条件, 其中文献 [25] 以此为基
础设计执行机构存在扇区非线性摄动时的滚动时域

H∞ 控制器. 针对有输入约束和外加扰动的线性系
统, 文献 [26] 设计了滚动时域H∞ 控制器 (RHHC),
其目标函数为固定加权的有限时域代价函数和可变

的终端代价函数, 该控制器可以保证系统闭环稳定
且满足 H∞ 指标, 而且优化问题可以方便地转化为
LMI 问题来求解.
对于结构性摄动, 采用多胞模型来研究受扰系

统是鲁棒预测控制一种常见的研究方法, LMI 成为
这类研究的主要工具. 在文献 [27]中, Kothare将线
性受扰系统转化为一个多胞模型描述系统, 进而采
用 LMI 方法设计鲁棒预测控制器, 保证了系统渐近
稳定. 为了改善文献 [27] 提出的控制器的控制性能
并减小在线计算量, Casavola 等[28] 在文献 [27] 的
基础上, 提出采用控制律 uuu = Kxxx + ccck

∗(t), 其中反
馈律 K 离线设计, ccck

∗(t) 在线设计, 使得闭环系统
渐近稳定. 由于增加了自由度, 并采用离线设计在线
综合的方法, 文献 [28] 中的控制器的在线计算量明
显减小, 并且控制性能有所提高.

对于扰动设计扰动不变集, 进而设计预测控
制器是鲁棒预测控制研究中一类比较独特的方法.

Angeli 等[29] 针对有扰动的多胞不确定系统, 离线
设计了一系列椭圆集. 这些椭圆集的特点是在容许
控制和干扰条件下, 系统的状态可以随时间的推移
向内收敛, 在线计算时只做一步预测, 使系统状态
沿椭圆集合向内收敛, 进入控制不变集则采用状态
反馈, 使闭环系统稳定. 针对线性系统的有界扰动,
Mayne[30] 等利用线性系统具有叠加性的特点提出

了一种巧妙的处理方法. 对名义系统采用状态反馈
律 Kr, φ = A + BKr, 则可以得到系统有界扰动的
不变集 Z. 系统的当前状态 xxx(k) 可看作两个状态
分量之和, 即 xxx(k) = xxx1(k) + ∆xxx(k), ∆xxx(k) ∈ Z,
系统控制量可以写为 uuu(k) = Kr∆xxx(k) + ccc(k), 则
在Kr∆xxx(k) 的作用下, 当前扰动对系统影响的结果
∆xxx(k +1) 仍然在扰动不变集内. 系统控制量的另一
个分量 ccc(k) 则驱动系统状态分量 xxx1(k) 趋向原点.
文献 [30] 的方法对于预测控制器处理扰动的设计具
有普遍意义. 在文献 [31] 中, Mayne 将该方法应用
于输出反馈系统设计鲁棒预测控制器. 文献 [32] 对
扰动不变集的求取方法进行了讨论.
除了上述的研究外, Fukushima 等[33] 对受扰

系统的模型进行处理, 将不确定模型转化为一个
折中的名义模型, 针对折中模型设计预测控制器.
Scokaert[34] 研究了受扰线性定常系统xxxt+1 = Axxxt+
Buuut + ωωωt, 在优化问题中考虑所有可能的扰动序列
对系统状态的影响, 并以此为基础设计双模控制器.
对于持续扰动的有约束的线性离散系统, 由于约束
条件和持续扰动的存在, 通常会导致系统不稳定和
无可行解. Chisci 等在文献 [35] 中根据扰动序列集
相应地设置终端约束, 设计了状态反馈控制器, 可以
把状态控制到鲁棒不变集内,使系统稳定. Mosca[36]

针对有输入饱和约束且有界但界未知的持续扰动

系统, 设计反馈律的预测开关控制机制, 并证明了
闭环系统无扰稳定性和有扰动条件下的无穷范数

有界.

3.2 多胞不确定系统鲁棒预测控制

在鲁棒预测控制的研究中, 更为普遍的研究对
象是可以采用多胞模型描述的不确定系统. 相比于
扰动模型而言, 多胞模型具有更大的适用性, 包括时
变系统和非线性系统等在一定条件下都可以转化为

多胞不确定性系统进行研究.
控制不变集在多胞不确定系统鲁棒预测控制中

有着重要的作用. 对于一个受控系统, 如果其初始状
态属于一个集合, 且在某个控制输入的作用下, 该系
统以后时刻的状态仍然位于该集合内, 则称该集合
是系统的一个控制不变集. 显然, 这种特性特别适合
用来对预测控制系统进行理论分析. 文献 [37] 详细
介绍了对控制不变集的应用.
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1996 年, Kothare 等[27] 针对多胞不确定系统

第一次系统提出基于椭圆不变集的鲁棒预测控制器

设计方法. 该方法从 min-max 原理出发, 通过优化
目标函数上界, 采用 LMI 方法将鲁棒预测控制问题
转化为由线性矩阵不等式组成的优化问题:

min
γ,Q,Y,X,L

γ

s.t.

[
1 ∗

x(k|k) Q

]
≥ 0




Q ∗ ∗ ∗
AjQ + BjY Q ∗ ∗

Q
1/2
1 Q 0 γI ∗

R1/2Y 0 0 γI



≥ 0,

j = 1, 2, · · · , p[
X ∗
Y T Q

]
> 0, Xii ≤ ū2

i , i = 1, · · · ,m

[
L ∗

QFT Q

]
> 0, Lii ≤ x̄2

i , i = 1, · · · , n (10)

这里, ∗ 代表对称矩阵相应的项. 上述优化问题中,
第二个不等式是不变集设计的核心, 表示系统对于
多胞各顶点模型采用反馈增益 Y Q−1 均能保证无穷

时域优化性能指标的上界为 γ, 第三和第四个不等
式则分别为输入和状态约束描述. 文献 [27] 中控制
器设计和处理约束的方法为后来的研究奠定了基础.
在文献 [27] 基础上, Cuzzola[38] 针对多胞描述

的线性时变系统, 设计了参数依赖的 Lyapunov 函
数, 相应于模型多个顶点设计多个 Lyapunov 函数,
降低了 Kothare 方法的保守性. Mao[39] 纠正了文

献 [38] 中关于不变集设计的错误, 完善了该方法.
高效鲁棒预测控制器 (Efficient robust predic-

tive control, ERPC)[40] 是另一种基于不变集的预
测控制器设计方法. 它采用控制律 uuuk = Kxxx + ccck,
其中 K 是离线设计的无约束条件下最优反馈矩阵,
ccck 为在线优化的自由补偿量, 其目的是使系统满足
约束. ERPC 方法通过离线设计增广系统的不变
集, 减小在线计算量; 通过增加 ccck, 使系统设计的自
由度增大, 扩大了系统最优反馈律对应的初始可行
域; 同时通过在线求解 mincccT

k ccck, 使得有约束条件下
的性能指标接近无约束最优指标. 针对 ERPC 的计
算效率和次优性问题, 文献 [41] 提出采用 Newton-
Raphson 法来求解在线优化问题, 并通过扩展不变
集来改善次优性, 从而使 ERPC 的在线计算量很小,
同时控制性能较好. 但由于文献 [40] 中的 ERPC 的
初始可行域的大小受到补偿量数量的限制, 而且对
于固定的反馈律而言, 其可行域大小是有限的, 因

此文献 [42−44] 提出三模控制的方法来进一步扩大
系统的初始可行域, 通过增加一定长度的自由控制
量 (第三模态), 将系统状态驱动到第二模态的椭圆
不变集内, 降低了基于增广椭圆不变集的预测控制
的保守性, 扩大了系统的初始可行域. 在另一方面,
Drageset 等[45] 采用一种映射关系将有限的自由补

偿量映射到无穷时域, 以增大系统的初始可行域.
2005 年, Imsland 等[46] 基于这个思想, 通过动态补
偿, 进一步扩大系统的稳定域. 文献 [47] 给出了上
述 ERPC 离线问题的 LMI 形式, 分析了该方法同
Kothare[27] 方法的关系, 并在性能分析的基础上给
出了改善次优性的一些方法. Cannon 等[48] 通过把

非线性对象转化为多胞模型, 进而采用 ERPC 方法
研究它的预测控制问题.

多面体不变集是另外一种形式的控制不变集.
由于有约束系统的约束条件一般都是线性不等式约

束, 因此采用多面体不变集更为直观, 也可以获得更
大的可行域. Lee 等[49] 对于有输入约束多胞系统采

用多面体不变集进行设计, 扩大了系统的初始可行
域, 提高了系统的动态性能. 在文献 [50] 中, Lee 给
出了一种线性规划的方法来求解多面体不变集. 为
了减少多面体不变集在线求解优化变量个数过多的

问题, 文献 [51] 将在线优化问题转化为离线根据系
统状态点计算出控制序列, 在线凸组合求取控制量,
这样就大大减小了在线计算量. 但是, 同椭圆不变集
相比, 采用多面体不变集虽然可以获得更大的可行
范围, 但其分析和计算都更为复杂. 如文献 [49−51]
中都是事先确定反馈律, 然后设计多面体不变集. 关
于多面体不变集的研究还有文献 [52−54].
以往基于不变集的预测控制器设计尽管有效,

但这类设计都是假设系统状态处于一个集合内, 且
这个集合内存在一个统一的反馈控制律可以保证系

统的渐近稳定 (即处于不变集内). 这个假设是这些
设计的最大保守性, 因为实际的系统状态往往需要
采用多个反馈律对应的控制序列才能够镇定. 文献
[55−56] 通过离线计算预测控制的可达区域来克服
单一反馈律假设的保守性, 以扩大系统初始可行域
并减小在线计算量, 但这样的设计使控制性能不佳.
综上所述, 鲁棒预测控制经过十多年的发展, 在

设计方法和理论分析上都取得了很多重要的成果.
以不变集理论为基础, 结合最优控制的思想, 采用
LMI 为主要工具, 成为鲁棒预测控制系统分析和设
计的主要方法.

4 现代预测控制设计中的难点及其解决方法

正如第 2 节所述, 随着预测控制现代设计方法
的出现, 预测控制器的稳定性和性能都通过一系列
附加的人为约束得到理论上的保证. 但这些算法的
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实用性却始终受到质疑. 除了其模型描述与求解工
具比较复杂外, 最主要的是其在线计算量、控制性能
以及初始可行域之间的矛盾更为突出. 事实上, 预测
控制是一种实用性很强的控制算法. 因此, 如何缩小
预测控制新一代理论研究成果和实际应用之间的差

距, 成为当前及今后预测控制研究的热点. 其关键问
题是平衡好上述三者的矛盾, 得到一个高效高性能
的预测控制器.

4.1 反馈预测控制

2000 年, Mayne 等[7] 从保证鲁棒预测控制

的可行性和提高系统控制性能出发, 基于双模
控制提出反馈预测控制框架, 即采用控制策略
π = {uuu(0),K1(·), · · · ,KN(.)} 来代替以往双模控
制中自由控制变量. 该框架对于预测控制的研究具
有重要意义. 从这个框架来看, 文献 [27] 以及以此
为基础的改进[38−39] 都可以看作是 N = 0 的反馈预
测控制. 但对于反馈预测控制而言, 如何以有限的在
线计算量得到一系列的反馈律, 仍有待解决. 近几年
来, 许多学者试图给出一个多步反馈预测控制的实
现方法.

Wan 等[57] 离线构造两个名义系统终端约束集,
在线优化时, 实际的终端约束集为离线构造的两个
集合的凸组合, 通过在线设计终端集外的引导控制
量来实现反馈预测控制. 张群亮[58] 针对实际不确定

系统离线设计一系列相互正交的终端约束集, 在线
以这些集合的凸组合作为终端约束集. 文献 [59] 纠
正了文献 [57] 的错误, 提出多顶点控制的思想, 即根
据系统的多胞模型, 采用树形的多个控制量和树形
系统状态去分析系统. 反馈预测控制中, 终端集外的
每一步控制对应于树形控制律中的一层, 通过这种
方法构造出系统可行控制量, 保证系统的鲁棒稳定
性.

Bloemen 等[60] 针对线性定常系统, 采用一个自
由控制序列和一个状态反馈控制律进行控制, 在线
优化反馈律和对应的终端权矩阵以及终端约束集.
该方法可以有效扩大终端约束集, 提高控制性能. 文
献 [61] 综合吸取了 Cuzzola[38] 和 Bloemen[60] 的思

想: 借鉴 Cuzzola 的思想, 根据多面体的多个顶点
相应地设计多个 Lyapunov 函数; 借鉴 Bloemen 的
思想, 在线设计终端加权矩阵, 即在线设计终端约束
集, 相比终端约束集的离线设计降低了保守性, 因此
有效地扩大了系统初始可行域, 并改善了控制性能.
以上方法均产生于实现反馈预测控制框架的意

图, 但由于如何以较小的计算量在线求取反馈控制
律并没有得到有效的解决, 所以它们不得不退回到
在线求取自由控制量. 而由于多胞模型的顶点数
会随着步数增加急剧膨胀, 也带来了巨大的在线计

算量.
Lee 等在文献 [62−63] 中提出一种非常巧妙的

设计思路: 周期不变集. 即通过一系列的反馈控制
律以及这些控制律对应的容许椭圆集保证周期不变

集的不变性. 周期不变集的提出, 改变了原有不变集
设计的一般思路, 由于采用了多个可变的反馈控制
律, 其可行域范围得到了有效的扩大. 但可以看出周
期不变集的方法仍然没有完全实现反馈预测控制框

架. 另外由于周期性的约束, 给该方法带来了保守
性.

4.2 离线设计在线综合方法

预测控制器需要在线求解一个非线性优化问题.
如果能将一部分需要在线进行的计算转化为离线完

成, 则可以减小在线的计算量. 基于这种思想, 人们
得到了一系列有意义的成果.

Bemporad 等[64] 针对线性定常系统的预测控

制问题, 提出用多参数二次规划的方法解决在线计
算量大的问题, 它离线求取所有可能的活跃约束集
和相应的区域及控制轨迹, 在线根据当前状态所在
区域确定控制量. 显然, 这种方法如果设计的区域越
多, 则控制效果就越好, 同时也要求控制器有更多的
内存. Rossiter 等[65] 针对这个问题提出采用插值法

减少需要设计的区域. 对线性定常系统而言, 多参数
二次规划的方法可以取得较好的效果, 但在解决鲁
棒预测控制问题上有较大困难.

2003 年, 针对文献 [27] 方法在线计算量较大的
问题, Wan 等[66] 提出一种改进: 离线选取 N 个向

原点不断靠近的初始状态, 对这些状态分别求解问
题 (10)，得到恰好包含这些初始状态的 N 个椭圆

不变集以及相应的反馈控制律, 这些椭圆集在状态
空间中是层层嵌套的; 在线实施时, 通过系统当前状
态相邻的两个不变集反馈律的凸组合来确定当前的

反馈律 F = αiFi + (1 − αi)Fi+1, 进而得到控制量.
文献 [66] 的算法在保证闭环系统渐近稳定性的同
时, 其在线计算量大大减少, 当然其控制性能也有所
下降.

ERPC[40] 控制器是另外一种离线设计在线综

合的典型方法. 它首先离线采用名义系统无约束最
优反馈律构造增广系统, 并求取增广系统在增广空
间内的不变集; 在线实施时, 通过在确保当前状态和
附加控制量组成的增广向量处于不变集内时最小化

附加控制量, 使得有约束下性能指标接近无约束下
的最优指标. 正如 3.2 节所介绍的, 文献 [41−48] 采
用了不同的策略对 ERPC 进行改进, 使其计算量更
小, 初始可行域更大, 控制性能更优.
离线设计在线综合方法的基础是要求原有的预

测控制器设计方法可以进行分解, 并且需要能够为
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在线综合保留一定的在线设计自由度. 如何进行合
理的离线设计, 是一个和预测控制器的原有设计有
关的比较复杂的问题, 需要预测控制设计、稳定性分
析和性能分析等多方面理论作为基础.

4.3 预测控制集结优化策略

决定预测控制器在线计算量的主要因素是优化

变量的个数, 因此如果能减少优化变量个数, 则可
以减小在线计算量. 集结策略正是出于这个思路提
出的一种减小预测控制在线计算量的方法. 集结策
略, 工程上也称为输入参数化, 如早期的预测控制
算法中均采用控制时域小于优化时域, 就是一种集
结策略. Zheng[67] 提出一步近似算法, 即只需在线
求解当前控制量, 对未来的控制序列则近似进行求
解. Blocking 方法[68] 是较早提出的一种减少优化

变量个数的策略, 其做法是使一定时间段内的控制
量相同.预测函数控制 (Predictive fanction control,
PFC)[69] 则采用一组基函数的组合来得到控制时域
内的控制量, 其优化变量仅仅为基函数的系数. 在
早期的研究中, 这些策略的提出都是独立的, 不相
关的.
杜晓宁等[70] 在总结以往策略的基础上, 首次

将集结的概念引入到预测控制中, 通过集结变换
UUU(k) = HVVV (k), 用低维变量 VVV (k) 替代原来的高维
优化变量 UUU(k), 有效地降低了优化变量的维数, 减
少了在线计算负担. 李德伟等[71] 在文献 [70] 的基
础上, 提出广义集结框架, 进一步涵盖了以往的集结
策略. 集结变换将以往具体的策略抽象为一个数学
空间映射, 从而为理论分析提供了统一的形式.
在集结框架下, 关于集结策略的稳定性和集结

后系统控制性能的研究得到了一些成果.在文献 [58]
中, 张群亮研究了分段集结预测控制器的可行性和
稳定性条件. 刘斌等[72−73] 分别对存在有界外界扰

动的有约束系统和多胞描述的有约束系统, 应用衰
减集结设计鲁棒预测控制器. 但由于增加了优化变
量的结构性约束, 使以往分析预测控制器稳定性时
通常采用的控制序列移位的方法不再适用, 造成了
集结策略研究的难点. 以上这些关于集结预测控制
器的研究, 虽然取得了一些结论, 但附加了过多的条
件. 文献 [71] 通过将集结后的系统扩展成增广系统,
给出集结系统的稳定性条件, 但理论仍不完善.
此外, 也有学者采用固定反馈律加补偿量进行

控制, 对补偿量采用集结策略来减少在线计算量.
ERPC[45−47] 中对于附加补偿量的处理就是一种特

殊的衰减集结形式. Cagienard[74] 对附加补偿量采

用可变的 Blocking 矩阵以保证控制器的稳定性.
尽管集结预测控制的研究难度较大, 但这种映

射为理论研究展现了一个广阔的空间. 例如根据预

测控制只实施优化序列的第一个控制量的特点, 李
德伟等[75] 提出等效集结概念, 分别给出了无约束情
况和终端零约束情况下等效集结矩阵的选取方法.

相对于 4.2节中的离线设计在线综合的方法,集
结策略采用了另外一种思路, 即通过某种映射直接
减少在线优化变量的个数, 从而减小计算量. 集结策
略从最初的预测控制问题 (7) 出发, 对控制器的设
计方法没有太多的要求. 但对于基于集结的预测控
制器的设计的研究仍然有待进一步深入. 由于优化
变量的减少必然导致在线计算量的下降. 因此, 这一
领域的研究重点将集中在如何离线设计集结矩阵以

保证系统稳定性和较好的控制性能.

5 结论

在过去十多年中, 预测控制定性综合理论成为
预测控制理论研究的主流, 取得了长足的进展, 通过
采用对无穷时域优化的近似, 较好地解决了预测控
制稳定性保证和性能优化的问题. 许多具有性能保
证的预测控制器设计方法相继提出, 为预测控制的
实际应用提供了理论基础. 如何设计同时具有良好
控制性能, 较大初始可行域和较小在线计算量的高
效预测控制器, 成为近年来预测控制研究的热点, 是
一个需要继续研究的课题. 而在基本预测控制定性
综合理论日渐成熟的基础上, 进一步考虑状态观测
器、系统参数辨识以及多速率采样等情况, 也必将衍
生出更多具有挑战性的问题.
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