
第 33 卷 第 4 期 自 动 化 学 报 Vol. 33, No. 4

2007 年 4 月 ACTA AUTOMATICA SINICA April, 2007

欠驱动柔性机器人的振动可控性分析

陈 炜 1,2 余跃庆 1 张绪平 1 苏丽颖 1

摘 要 欠驱动柔性机器人的可控性分析是对其进行有效控制的关键问题. 本文以具有柔性杆的 3DOF平面欠驱动机器人为

例, 分两步分析系统的可控性. 首先, 忽略杆件的弹性变形, 研究欠驱动刚性系统在不同驱动电机位置的状态可控性；然后, 考

虑柔性因素, 研究欠驱动柔性系统的结构振动可控性. 结果表明振动可控性是随机器人关节位形和驱动电机位置而变化的, 并

且欠驱动刚性机器人的状态可控性对相应的柔性系统的振动可控性有很重要的影响. 最后, 将上述研究方法扩展到具有一个

被动关节的 N 自由度平面欠驱动柔性机器人.
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Vibration Controllability of Underactuated Flexible Manipulator

CHEN Wei1,2 YU Yue-Qing1 ZHANG Xu-Ping1 SU Li-Ying1

Abstract The controllability analysis of underactuated flexible manipulator is a key problem to efficiently control the

systems. In this paper, a 3DOF underactuated planar manipulator with flexible links is taken an example and its con-

trollable analysis is performed by two steps. Firstly, the state controllability of the rigid systems is investigated at the

different actuator placements regardless of the elastic deformations of links. Then, the structural vibration controllability

of the flexible system is studied based on the discussion above. It is shown that the vibration controllability of underactu-

ated flexible manipulators is both joint configuration-dependent and actuator placement-dependent. Moreover, the state

controllability of underactuated rigid robot has important influence on the vibration controllability of the corresponding

flexible system. Finally, the method is extended to underactuated planar flexible manipulators system with N degrees of

freedom and one passive joint.
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1 引言

为了使机器人满足轻质、低耗和高速等特性, 一
方面人们尝试直接去掉关节的驱动装置, 研究含有
被动关节的欠驱动机器人；另一方面人们从机构设

计角度出发, 研究具有柔性构件的柔性机器人. 目
前, 国内外的研究在这两方面取得了大量有价值的
成果, 欠驱动机器人和柔性机器人也逐渐发展为机
器人研究领域的的两个重要分支. 但是, 在机器人的
实际应用中, 构件柔性和欠驱动两方面问题有可能
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同时出现, 因此, 随着研究继续向纵深发展, 将会出
现二者的结合, 即欠驱动柔性机器人的产生. 然而,
欠驱动或柔性任何一个因素的引入都会改变机器人

的性质, 从而增大控制设计的难度, 甚至使机器人变
为不可控系统.

系统的可控性是反映控制输入驾驭状态运动

能力的重要概念. 全驱动刚性机器人的每个关节
由单独的电机驱动, 系统在全工作空间是状态可
控的[1], 然而, 欠驱动机器人或柔性机器人却不再
拥有这一特性. 首先, 欠驱动机器人大都属于非
完整约束系统, 有效的控制策略是必不可少的, 而
在控制过程中, 首先涉及的就是状态可控性分析
问题. Mahindrakar[2] 证明了 3R 两输入水平欠驱
动机器人的可控性, 说明除了关节 1 被动外, 其
它情况都是小时间局部可控的 (Small-time local
controllability, STLC). De Luca 等[3] 研究了具有

n个转动关节和 n − 1个控制输入的欠驱动机器人
的 STLC, 得出直接建立在系统惯性矩阵上的充分
条件. Arai[4] 用输入轨迹证明平面 3R 第三被动关
节欠驱动系统的可控性.
其次, 柔性机器人本质上是一个无穷维分布参

数系统, 运动时其构件会产生弹性振动, 因此需要对
其进行振动抑制. 然而对柔性系统来说, 其驱动装置
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数目与刚性系统相同, 系统可能存在驱动输入不能
影响某些振动模态的情形[5], 这时系统的结构振动
是不完全可控的. 因此, 为了保证系统的稳定性, 首
先需要进行振动可控性分析. Balas[6] 最早提出柔性

机器人的振动可控性概念. 继而, López-Linares[5]

证明柔性机器人的振动可控性是依赖于关节位形的,
说明在振动不可控位形, 所有的驱动输入都不能影
响机械臂的至少一个振动模态. Konno[7, 8] 分析了

空间柔性机械臂的结构振动可控性, 提出模态可达
性概念, 说明若某一特定模态的可达性很小, 相应的
振动模态将很难控制.

由上述分析可知, 状态可控性和振动可控性分
析对欠驱动机器人和柔性机器人控制的重要性, 但
是, 目前的研究只分别在两个单独的领域展开. 本文
将这一研究进行扩展, 分析具有柔性杆欠驱动机器
人的可控性. 但是, 就本文的研究对象来说, 状态可
控性和振动可控性分析是密切相关的, 需要同时予
以讨论. 因为若不满足状态可控性, 机器人不能实现
轨迹运动, 则无从谈及振动可控性；若不满足振动可
控性, 即使是状态可控的, 系统依然不能稳定工作.
然而, 在分析机器人系统的可控性时, 若同时考虑欠
驱动和柔性两个因素, 一方面增加了分析的难度, 另
一方面, 现有的方法还不够完善. 鉴于此, 本文提出
一个简单可行的方法, 即先忽略杆件的弹性变形, 研
究欠驱动刚性系统在不同驱动电机位置的状态可控

性；之后, 再计入柔性杆件的影响, 详细讨论系统在
各种驱动位置的振动可控性.

2 欠驱动柔性机器人的动力学模型

如图 1所示的平面 n自由度欠驱动柔性机器人,
n个转动关节中m(m < n)个关节是主动的, n−m
个是被动的. 图中填充黑色的表示主动关节, 未填充
的表示被动关节. 采用假设模态法建立具有柔性杆
的欠驱动机器人的动力学模型[9] 为
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式中, q = [qa qp qf ]T ∈ RN×1, qa ∈ Rm×1 为

主动关节角变量, qp ∈ R(n−m)×1 为被动关节角变

量, qf 为柔性杆弹性广义坐标阵列, 维数为 N −
n；Kf ∈ R(N−n)×(N−n)为刚度矩阵, 是对角阵；τ =
[τττ a 000 FFF f ]T, τττ a ∈ Rm×1 为主动关节的驱动力矩,
FFF f 为弹性广义坐标对应的广义力列阵, 设式 (1)中
的 qa、qp 描述关节的相对运动, 则 FFF f 的所有元素

图 1 平面欠驱动机器人

Fig. 1 The planar underactuated robot

为 0. 下面以杆 3柔性的平面 3DOF欠驱动机器人
为例, 分析系统的状态可控性和振动可控性. 根据驱
动输入位置的不同, 此机器人对应着 3个控制系统,
用符号分别表示为 R̄RR、RR̄R和 RRR̄, 其中 R表
示主动关节, R̄表示被动关节. 按照第 1节的分析思
路, 首先忽略机器人动力学模型的弹性部分, 分析欠
驱动刚性机器人的状态可控性, 然后在此基础上, 考
虑弹性部分, 分析柔性系统的振动可控性.

3 3DOF欠驱动刚性机器人的状态可控性

系统的状态可控性分为线性可控性和非线性可

控性. 若线性系统有一点可控, 则所有的点都可控.
理论上已证明, 当欠驱动机器人存在重力势能或被
动自由度处有弹性势能或摩擦力时, 系统在平衡点
是线性可控的[10∼12], 但是, 这时的可控性不存在全
局性和等价关系, 只是局部可控的. 由于大部分欠驱
动机器人系统都不满足线性可控性, 因此, 需要采用
非线性局部可控性判定方法, 如 STLC 方法等. 下
面首先了解若干可控性的定义.

3.1 定义 [2,13∼15]

考虑如下非线性仿射系统

ẋ = f(x) +

mX
i=1

gi(x)ui, x(0) = x0 (2)

其中, x = (x1, · · · , xn)为光滑流形M 的局部坐标,
f , g 分别为漂移向量和输入向量场. 此时系统可表
达为

∑
= (M, F = f , g1, · · · , gm, U), 其可控性问

题就是确定一定的区域或点集 K, 使系统能在适当
的控制作用下, 满足轨迹从某一初始点经过一定时
间运动到K 的某一指定点.

定义 1. 当且仅当对每个 x0,xT ∈ M 和所有
的 T ≥ 0, 都存在一个允许的输入 u : [0, T ] → U ,
并满足 x(t) = x0, x(T ) = xT , 那么非线性系统 (2)
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是可控的. 定义

ε = {(x, u) ∈ M × Rm : f(x) +

mX
i=1

gi(x)ui = 0}

为平衡点的集合, 令 (xe,ue) ∈ ε为系统 (2)的平衡
点, 将其线性化

Ż = AZ + Bν (3)

式中,

A =
df(x)

dx
|(xe,ue)

= {∂f(x)

∂x
+

mX
i=1

∂gi(x)

∂x
}|(xe,ue)

B = g(x)|x=xe = [g1(x
e) g2(x

e) · · · gm(xe)]

且 Z = x−xe, ν = u−ue. 则当且仅当 rank(C) =
rank[B AB · · · An−1B] = 2n时, 系统 (2)在平衡
点是线性可控的. 若线性系统 (3) 在每个平衡点都
是可控的, 则系统 (2)是线性可控的.

由于大多数欠驱动机器人系统不具有线性可

控性, 因此, 继续给出非线性局部可控性定义. 设
控制系统 (2)从 x0 出发并在 T 时刻内能到达的集

合定义为 ReachV (x0, T ), 同时在 [0, T ]定义能达状
态集合 ReachV (x0,≤ T ) =

⋃
0≤t≤T

ReachV (x0, t)和

ReachV (x0) =
⋃
t>0

ReachV (x0, t).

定义 2. 令 x0 ∈ M ,int(U) 为集合 U 的内部,
有

1) 若 x0 ∈ int(ReachV (x0)), 则系统是局部可
控的.

2) 若存在 T > 0, 对 t ∈ (0, T ], x0 ∈
int(ReachV (x0,≤ 0)), 则

∑
自 x0 是 STLC 的.

3) 若 int(ReachV (x0)) = M , 则
∑
自 x0 是全

局可控的.

3.2 线性可控性分析

对 3DOF 欠驱动机器人来说, 首先考虑关节 3
被动的情况, 将方程 (1)中的柔性项和刚柔耦合项去
掉, 3DOF欠驱动刚性机器人系统的动力学模型为
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式中, qqqr = [qqqa qqqp]T (下标 r表示刚性). 设主动关
节加速度为控制输入, 运用部分反馈线性化控制方
法, 将 (4)式转换为

(
q̈1 = u1 q̈2 = u2

q̈3 = J(qr)u + R(qr, q̇r)
(5)

式中, u = [u1 u2]T

J(qr) = [J1(qr) J2(qr)] = −D−1
33 · [D31 D32]

R(qr, q̇r) = −D−1
33 · b3(qr, q̇r)

式 (5) 满足 D33 6= 0. 设 (qr, q̇r) = (qe
r , 0)

为 (5) 的平衡解, 则在平衡位形 qe
r 有 R(qr, 0) =

0. 定义状态矢量 x = {x1, x2, x3, x4, x5, x6} =
{q1, q2, q3, q̇1, q̇2, q̇3}, 则系统状态方程为

ẋ = f(x) + g1(x)u1 + g2(x)u2 (6)

式中,
f(x) = (x4, x5, x6, 0, 0, R(x))T

g1(x) = (0, 0, 0, 1, 0, J1(x))T

g2(x) = (0, 0, 0, 0, 1, J2(x))T

状态空间流形为M = S1 × S1 × S1 × R3. 按
照式 (3) 计算系统 (6) 关于平衡点 (xe, 0) 的 A、B

矩阵, 得状态可控性矩阵的秩 rank(C) = 4 < 6, 显
然系统 (6)在任何平衡点都不是线性可控的.

3.3 局部可控性分析

下面根据定义 2, 讨论系统 (6) 的局部可控性,
证明系统在平衡点满足 STLC必要和充分条件. 首
先, 考虑分布

E(x) = span{g1, g2, [f , g1], [f , g2],

[f , [g1, [f , g2]]], [g1, [f , [g1, [f , g2]]]]}

可以证明对任何的 (qr, q̇r) ∈ M , 此分布可张成一个
六维空间, 因此系统 (6)是局部可达的[14].
下面给出 STLC 必要和充分条件. 对系统 (2)

来说, 定义矢量场的集合序列
G1 = {gi, i = 1, · · · ,m}
Gk = {[X, [f , Y ]], X ∈ Gi, X ∈ Gj, k = i + j},
k ≥ 2
G =

⋃
i≥2

Gi

若存在整数 k∗ ≥ 2, 满足

dim(span{X(xe), X ∈
k∗⋃
i=2

Gi}) = n−m (7)

那么系统在平衡点 xe 是强可达的, 即系统在平衡
点 xe 满足 STLC 的必要条件. 另外, 令 Br(X) 表
示包含 f , g1, · · · , gm 矢量场的最小李代数, B 表

示 Br(X) 中的任意括号, δ0(B), δ1(B), · · · , δm(B)
指 f , g1, · · · , gm 各自出现在括号中的次数. 对不
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含摩擦力及重力势能的欠驱动机械系统[14], 凡满
足

∑m

i=1 δi(B)− δ0(B) = 0的括号为好括号 (Good
bracket)；满足

∑m

i=1 δi(B)−δ0(B) = 1,且 δ0(B)为
奇数, δi(B)为偶数的括号为坏括号 (Bad bracket).
若所有的坏括号可以写成 G中所含坏括号的线性组

合, 那么, 应用 Bianchini和 Stefani条件, 可以得到
系统在平衡点 STLC的充分条件 [15∼17].
定理 1. 由式 (6) 定义的系统在平衡点满足

STLC的充分和必要条件.
证明. 计算式 (6)的下列李代数
[f , g1](x) = (−1, 0,−J1(x), 0, 0, ∗)T
[f , g2](x) = (0,−1,−J2(x), 0, 0, ∗)T
[g1, [f , g2]](x) = (0, 0, 0, 0, 0, β1(x))T

[g1, [f , g1]](x) = (0, 0, 0, 0, 0, β2(x))T

[g2, [f , g2]](x) = (0, 0, 0, 0, 0, β3(x))T

这里, β1(x), β2(x)和 β3(x)都是不为零的表达式.
由上述理论知, 集合 G = {[g1, [f , g2]], [g1,

[f , g1]], [g2, [f , g2]]} 中的 [g1, [f , g1]] 和 [g2,
[f , g2]] 是坏括号, 应用条件 (7) 得 dim(span{[g1,
[f , g2]](xe)}) = 1, 显然, 对所有的 x2 ∈ S1\
{x2 = n1π, n1 = 0,±1, · · · } 和 x3 ∈ S1\ {x3 =
n2π, n2 = 0,±0.5,±1, · · · }, G 中的坏括号可以表

示成 [g1, [f , g2]]在平衡点 xe 处的线性组合, 因此,
系统 (6)在平衡点满足 STLC的充分条件和必要条
件. 这时可以说, 3DOF欠驱动机器人的 RRR̄系统
在平衡点附近, 且在有限的时间内, 通过控制的作
用, 可以找到一条轨迹, 满足从任意起始点出发, 到
任意终点结束. ¤
同理,按照上述分析方法,可以判别 3DOF欠驱

动刚性机器人 RR̄R和 R̄RR系统的状态可控性. 显
然 RR̄R 和 R̄RR 系统都不是线性可控的, 但 RR̄R
系统满足 STLC充分和必要条件；而对 R̄RR系统
来说, 由于 [g1, [f , g2]] = 0, 不满足条件 (7), 因此,
R̄RR系统不是 STLC的.

4 3DOF欠驱动柔性机器人的振动可控性

柔性构件在运动中产生的高频弹性振动, 不但
影响末端的定位精度, 甚至可能导致整个系统失稳,
造成误操作. 因此, 为了实现柔性系统的可靠操作,
仅仅满足刚性系统的状态可控性是不够的, 还需要
进一步研究系统的振动可控性. 这里提出的刚性系
统分析基础上的振动特性研究, 是对欠驱动柔性机
器人的振动可控性分析的一个新途径. 目前, 有关
全驱动柔性机器人振动可控性的研究方法都是引入

若干假设, 将系统模型简化为线性的, 然后利用可控
性矩阵进行判定. 虽然经过简化后的模型不能全面
地反映柔性系统的本质特征, 但是此基础上的关于
结构振动定性和定量的分析对振动控制策略的确定

是十分有指导意义的. 下面在对第 2节欠驱动刚性
系统不同驱动输入情况下状态可控性分析的基础上,
计入柔性杆件弹性广义坐标的影响, 详细讨论欠驱
动柔性机器人系统在各种驱动输入位置的振动可控

性.

4.1 振动可控性矩阵

对 (1)所描述的具有柔性杆的欠驱动机器人, 假
设对其第 i柔性杆的振型函数截取前 ki 阶, 系统所
有的弹性广义坐标的维数为 l =

∑n

i=1 ki. 将动力学
模型 (1)第 2式改写为

q̈p = −D−1
pp (Dpaq̈a + Dpf q̈f + bp) (8)

代入式 (1)的第 1式和第 3式, 组成新的动力学方程
为
"
Maa(q) Maf(q)

Mfa(q) Mff(q)

# 
q̈a

q̈f

!
+

 
ha(q, q̇)

hf(q, q̇)

!
+

"
0 0

0 Kff

# 
qa

qf

!
=

 
τ a

0

!
(9)

其中, 8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

Maa(q) = (Daa −DapD−1
pp Dpa)

Maf(q) = (Daf −DapD−1
pp Dpa)

Mfa(q) = (Dfa −DfpD−1
pp Dpf)

Mff(q) = (Dpf −DfpD−1
pp Dpf)

ha(q, q̇) = (ba −DapD−1
pp bp)

hf(q, q̇) = (bf −DfpD−1
pp bp)

(10)

方程 (9)的第 1式表示欠驱动柔性机器人全部主动
关节的运动情况, 而第 2 式则表示柔性杆件的弹性
变形运动情况. 当 q̈a = q̇a = 0和 q̈f = q̇f = 0时,
弹性广义坐标 qf 为零.

为了对复杂柔性系统的振动可控性展开分析,
现引入两个假设条件[7, 8]：1) 仅考虑系统的静态特
性, 忽略系统的离心力和哥氏力, h(q, q̇) = 0, 认为
惯性矩阵对时间的导数 Ṁ(q) = Ṁ(qr, q̇f) = 0；2)
假设在惯性矩阵中, 弹性变形 qf 的影响很小, 将其
忽略, 有M(q) = M(qr) = 0. 这时, 欠驱动柔性机
器人的近似方程为

"
Maa(q) Maf(q)

Mfa(q) Mff(q)

# 
q̈a

q̈f

!
+

"
0 0

0 Kf

# 
qa

qf

!
=

 
τ a

0

!

(11)

给定主动关节角的位形 qa, 有
 

q̈a

q̈f

!
= −M−1

"
0 0

0 Kff

# 
qa

qf

!
+ M−1

 
τ a

0

!
(12)

式中, M−1 =

[
(M−1)aa (M−1)af
(M−1)fa (M−1)ff

]
. 方程 (12)的

第 2式表达了 q̈f 和 τ a 的关系, 由此可以研究系统
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的振动可控性, 展开式 (12) 的第 2 式, 并写成状态
方程形式为
 

q̈f

q̇f

!
=

"
0 −(M−1)ffKf

Il×l 0

# 
q̇f

qf

!
+

 
(M−1)fa

0

!
τ a

(13)

简化得
Ż = AZ + Bτ a (14)

这里, Ż = [qf q̇f ]
T

A =

"
0 −(M−1)ffKf

Il×l 0

#

B =

"
(M−1)fa

0

#

若 振 动 可 控 性 矩 阵 的 秩 rank(Γ ) =
[B AB · · · A2l−1B] < 2l, 说明系统某些结构
振动是不可控的. 通常 A、B 都是 q 的函数, 因此,
矩阵 Γ 也是依赖于关节位形的；而对欠驱动机器人
系统, A、B还随驱动输入的不同而变化, 这时, 矩阵
Γ 还是依赖于驱动输入位置的.

4.2 振动可控性分析

仍然以式 (4)所表示的杆 3柔性的 3DOF欠驱
动机器人为例, 分析系统在各驱动装置位置的振动
可控性. 首先考虑关节 3被动的情况, 假设 RRR̄系
统不受外界负载, 则杆 3 两端的边界条件为简支－
自由, 截取振型的第一阶模态, 即 l = 1, 其动力学方
程为

2
64

M11(qr) M12(qr) M13(qr)

M21(qr) M22(qr) M23(qr)

M31(qr) M23(qr) M33(qr)

3
75

0
B@

q̈1

q̈2

q̈f

1
CA+

2
64

0 0 0

0 0 0

0 0 Kf

3
75

0
B@

q1

q2

qf

1
CA =

0
B@

τ1

τ2

0

1
CA (15)

式中惯性矩阵是经过原始惯性矩阵的变换得到的,
它们之间的关系满足

Mij(qr) = Dij(qr)−Di3(qr)D
−1
33 (qr)D3j(qr)

i, j = 1, 2, 3, f (16)

按照式 (13), 将式 (15)写成状态方程的形式为
 

q̈f

q̇f

!
=

"
0 −(M−1)ffKf

1 0

# 
q̇f

qf

!
+

"
(M−1)f1 (M−1)f2

0 0

# 
τ1

τ2

!

=⇒ Ż = AZ + Bτ a (17)

其中,

M−1 =

2
64

(M−1)11 (M−1)12 (M−1)1f

(M−1)21 (M−1)22 (M−1)2f

(M−1)31 (M−1)31 (M−1)3f

3
75

Ż = [qf q̇f ]
T

A =

"
0 −(M−1)ffKf

1 0

#

B =

"
(M−1)f1 (M−1)f2

0 0

#

计算振动可控性矩阵, 有

Γ1 =
h
B AB

i

=

"
(M−1)f1 (M−1)f2 0 0

0 0 (M−1)f1 (M−1)f2

#
(18)

由于M−1 是 q2 和 q3 的函数, 所以, 欠驱动柔性机
器人的振动可控性矩阵 Γ1 也是依赖于关节位形 q2

和 q3 的, 因此, 有必要计算系统在所有关节位形的
振动可控情况, 以便找到振动不可控位形. 观察 Γ1

可知, 当 (M−1)f1 6= (M−1)f2, 且 (M−1)f1 6= 0 和
(M−1)f2 6= 0时, rank(Γ1) = 2, RRR̄系统在平衡点
附近是振动可控的.
计算 Γ1 的最小奇异值, 可以定量观察振动可控

性矩阵随关节位形的变化. 设 q2 和 q3 的运动区间

都是 0◦ ∼ 360◦, RRR̄系统的详细参数如表 1所示,
由于 Γ1 的维数为 2× 4, 计算得 Γ1 在任何关节位形

都有两个值相等的奇异值, 它的变化如图 2所示. 可
以看出, Γ1 的最小奇异值是随关节位形 q2 和 q3 而

变化的, Γ1 在各个关节位形的奇异值都是大于零的,
说明系统没有振动不可控位形, 即柔性杆 3 的弹性
振动都可由主动驱动力矩 τ1 和 τ2 来控制. 当 q3 在

90◦ 和 270◦ 附近时, 也就是杆 3与杆 2处于垂直位
置时, 图中的奇异值取得最小值.
同理, 对 RR̄R 系统来说, 关节 2 被动, 柔性杆

3 的边界条件为固定－自由, 按照上述方法可求得
振动可控性矩阵 Γ2, 它也是依赖于关节位形 q2 和

q3 的函数, 维数为 2 × 4. 由于相应的刚性系统是
STLC 的, 因此当 rank(Γ2) = 2 时, 系统在平衡点
附近是振动可控的. 图 3为系统可控性矩阵的最小
奇异值曲面, 观察可知, 曲面的所有值都是正的, 说
明系统可以由主动关节的力矩 τ1 和 τ3 来控制柔性

杆 3的振动.
另外, R̄RR系统关节 3被动, 柔性杆 3的边界

条件也为固定－自由, 按照上述同样的方法可以计
算可控性矩阵 Γ3. 由第 3节的分析可知, 由于刚性
R̄RR系统在平衡点不满足 STLC, 即在平衡点附近,
不能通过控制的作用, 在有限的时间内, 找到一条从
起始点出发, 到终点结束的轨迹. 因此, 这里计算的
rank(Γ3)值是不确定并且没有意义的, 系统在平衡
点附近是振动不可控的, 即欠驱动柔性机器人不能
由主动关节的力矩 τ2 和 τ3 控制柔性杆 3的振动.

综上所述, 欠驱动柔性机器人的振动可控性不
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表 1 3DOF欠驱动柔性机器人的参数

Table 1 Parameters of 3DOF underactuated flexible robot

质量 (kg) 杆长 (m) 柔性杆 3 材料

杆 1 杆 2 杆 3 杆 1 杆 2 杆 3 弹性模量 (MPa) 惯性矩 (mm4) 截面 1 (mm) 截面 2 (mm)

符号 M1 M2 M3 l1 l2 l3 E I b h 铝

参数 1.0 1.0 0.1 0.5 0.5 0.5 0.677× 105 6.1728 74.1 1

图 2 RRR̄系统的振动可控性最小奇异值

Fig. 2 Minimum singular value of the vibration

controllability matrix of RRR̄ system

但依赖于关节位形, 同时也依赖于驱动输入位置. 而
且, 欠驱动刚性机器人的可控性对相应柔性系统的
振动可控性有着重要的影响, 当刚性系统不可控时,
相应的柔性系统的振动可控性是不确定且无意义的.

4.3 模态可达指标

将系统的状态方程 (13)变换成如下规范形式
 

q̇∗f
q̈∗f

!
=

"
0 Il×l

Ω 0

# 
q∗f
q̇∗f

!
+

 
0

Λ

!
τ a (19)

式中, Ω = ξ−1(M−1)ffKfξ = −diag[Ω1, · · · ,Ωl],
Λ = ξ−1(M−1)fa, 其中 ξ 为 (M−1)ffKf 的特征向量
矩阵, Ω 为 (M−1)ffKf 的特征值对角阵, 且 Ω1 <
Ω2 < · · · < Ωl. 由于状态方程的变换不会影响系统
的性质, 因此, 系统的振动可控性不变, 这时, 可控性
矩阵为

Γ =

"
Λ 0 ΩΛ 0 · · · Ω2k−1Λ

0 Λ 0 ΩΛ · · · 0

#
(20)

将式 (19)的第二式展开, 有

q̈∗f = Ω · q∗f + Λ · τ a (21)

图 3 RR̄R系统的振动可控性最小奇异值

Fig. 3 Minimum singular value of the vibration

controllability matrix of RR̄R system

式 (21)表达了每个弹性广义坐标及其加速度和输入
力矩之间的关系. 在给定关节位形 q, 定义模态可达
指标为

αi(q) =
q

γiγ
T
i (22)

式中, γi 为矩阵 Λ的第 i行. 文献 [7]对模态可达指
标 αi(q) 物理意义的解释为：若第 i 阶模态是不可

达模态, 则相应的位形 q 是第 i阶模态不可达位形.
但这里的 i应为状态方程中所对应的第 i个弹性广

义坐标, 而弹性广义坐标列阵 qf 的顺序是从基座开

始, 按照对柔性杆选取模态的阶数顺次排列的. 因
此, 若 Λ的某行都是零, 则相应于这行的振动模态是
不可控的, 即所对应的弹性广义坐标是振动不可控
的, q 是它的不可达位形. 这里, 模态可达指标仍然
可以看作一种模态可控性的边界, 即使系统是可控
的, 如果某一特定模态的模态可达性很小, 相应的振
动模态将很难控制[7].
下面分析 3DOF欠驱动机器人的RRR̄和RR̄R

两个系统的模态可达指标变化情况. 由于柔性杆 3
只取第一阶模态, 矩阵 Λ都是 2× 1矩阵, 则求得的
模态可达指标为一个数, 且刚好与可控性矩阵的奇
异值相等, 图 2和图 3同时也表示了两个系统模态
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可达指标随关节的变化. 比较两个图可知, RR̄R系
统的值远大于 RRR̄ 系统的值, 说明对此 3DOF 两
输入欠驱动柔性机器人来说, RR̄R系统比 RRR̄系
统更加易于抑制柔性杆 3的弹性振动.

5 含一个被动关节的 N 自由度平面欠驱动

柔性机器人的可控性分析

下面将上述可控性分析方法推广到含一个被动

关节的 N 个自由度平面欠驱动柔性机器人. 首先分
析相应刚性系统的状态可控性. Kobayash等[18] 分

三步对具有一个被动关节的N 自由度平面欠驱动刚

性机器人的可控性进行了分析：首先, 以 2R欠驱动
机器人为例, 证明当关节 1主动, 关节 2被动, 即驱
动输入为 RR̄时, 系统是完全可控的, 当驱动输入为
R̄R时, 系统是不完全可控的；接着, 将研究对象扩
展到关节 1驱动, 其余 N − 1个关节中一个关节被
动的 N 自由度平面欠驱动机器人, 得到在此情况下
系统是状态可控的；最后, 证明关节 1被动时, N 自

由度平面欠驱动机器人是不完全可控的. 因此, 可以
得知对具有一个被动关节的N 自由度平面欠驱动机

器人来说, 除了关节 1 被动的系统不可控外, 其余,
不论哪个关节被动, 系统都是可控的.
基于上述结论, 这里给出具有一个关节被动的

N 个自由度平面欠驱动柔性机器人的振动可控性分

析. 当机器人的所有杆件都是柔性的, 每个杆件都只
取第一阶模态时, 根据第 4节提出的两个假设条件,
系统的假设模态近似动力学方程为

"
Drr Drf

Dfr Dff

# 
q̈r

q̈f

!
+

"
0 0

0 Kf

# 
qr

qf

!
= λ

 
τ

0

!
(23)

式中, 下标 r 代表刚性关节变量, f 代表弹
性坐标, τ = [τ a τ p]T ∈ RN×1, Kf =
diag(k1 k2 · · · kN). λ ∈ RN×N , 它近似于单
位阵, 对应于被动关节的那一行元素全为零. 将被动
关节变量用其它主动关节表示, 得

"
Maa Maf

Mfa Mff

# 
q̈a

q̈f

!
+

"
0 0

0 Kf

# 
qr

qf

!
=

 
τ a

0

!
(24)

式中, qa ∈ R(N−1)×1, qf ∈ RN×1, M ∈
R(2N−1)×(2N−1), τ a ∈ R(N−1)×1. 将式 (24) 转换
成状态方程

 
q̈f

q̇f

!
=

"
0 −(M−1)ffKf

I 0

# 
q̇f

qf

!
+

"
(M−1)fa

0

#
τ a

=⇒ Ż = AZ + Bτ a (25)

式中, Ż = [qf q̇f ]
T
2N×1

A =

"
0 −(M−1)ffKf

I 0

#

2N×2N

B =

"
(M−1)fa

0

#

2N×(N−1)

计算振动可控性矩阵

Γ(2N−1)×[2N×(N−1)] =
h
B AB A2B · · ·A2N−1B

i
(26)

由上述讨论可知, 由于 A, B 都是关节角 qr 的

函数, 则模态可控性矩阵 Γ 也是基于关节位形的,
同时随着驱动器位形的变化, 可控性矩阵 Γ 也是不
同的. 由于欠驱动刚性机器人并不是在所有关节位
形都完全可控的, 当关节 1 被动时, 系统就不满足
STLC, 即在此驱动输入位置, 矩阵 Γ 的秩是不确定
的和无意义的, 其余情况则是可以通过计算矩阵 Γ
的秩来判断, 如果满足 rank(Γ ) = 2N , 相应的系统
在平衡点是振动可控的, 即可以由主动关节的驱动
力矩控制柔性杆的弹性振动.

6 结论

本文基于欠驱动柔性机器人假设模态动力学模

型, 分两步分析系统完整的可控性和振动可控性, 并
以具有柔性杆的平面 3DOF欠驱动机器人为例进行
分析, 主要得出如下结论：

1)欠驱动刚性机器人的可控性对相应的柔性系
统的振动可控性有着重要的影响, 欠驱动柔性机器
人的振动可控性是依赖于关节位形和驱动输入位置

的. 当欠驱动刚性机器人可控时, 如果满足振动可控
性矩阵条件, 那么相应的柔性系统是振动可控的；而
当欠驱动刚性机器人不可控时, 柔性系统的振动可
控性是无意义的.

2)在不同驱动器位置, 欠驱动柔性机器人振动
可控性矩阵的最小奇异值变化直观体现柔性杆是否

存在振动不可控位形；相应的模态可达指标的大小

则说明对振动控制的难易程度. 3DOF 欠驱动柔性
机器人的仿真结果说明, 除特殊点外系统都不存在
振动不可控位形, 比较 3DOF欠驱动机器人的模态
可达指标, 说明 RR̄R系统比 RRR̄系统更加有利于
抑制柔性杆 3的弹性振动.

3)将振动可控性方法推广到具有一个被动关节
的 N 自由度欠驱动柔性机器人, 由于欠驱动刚性机
器人在除关节 1被动外的其它驱动输入位置系统都
满足 STLC, 因此, 相应的柔性系统振动可控性在关
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节 1 被动的系统是不确定的和无意义的, 其它系统
若满足 rank(Γ ) = 2N , 系统是振动可控的, 即可以
由主动关节的驱动力矩控制柔性杆的弹性振动.
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